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Relativistic rise for βγ >4 

2

Important	
  at	
  high	
  energies.	
  BB	
  over-­‐estimates	
  the	
  energy	
  loss	
  at	
  high	
  
momentum	
  of	
  the	
  incident	
  particle.	
  
	
  

Experimental	
  curve	
  increases	
  less	
  
rapidly	
  than	
  ln	
  γ2

But	
  rather	
  as	
  	
  ~ln	
  γ and	
  then	
  it	
  reaches	
  
a	
  plateau,	
  named	
  “Fermi	
  plateau”	
  
	
  



effetto densita' 

•  per	
  part	
  relativistiche,	
  la	
  dE/dX	
  
tende	
  al	
  cosidetto	
  plateau	
  di	
  Fermi,	
  
mentre	
  la	
  BB	
  prevede	
  che	
  dE/dX	
  cresca	
  

•  Per	
  part	
  incidenti	
  ad	
  alta	
  E	
  viene	
  
meno	
  una	
  delle	
  ipotesi	
  (sottintese)	
  
fatte	
  per	
  la	
  BB,	
  cioe'	
  che	
  fosse	
  
possibile	
  calcolare	
  l'effetto	
  dei	
  
campi	
  elm	
  della	
  part	
  incidente	
  su	
  
ciascun	
  e-­‐	
  di	
  ciascun	
  atomo	
  e	
  quindi	
  
sommare	
  in	
  modo	
  incoerente	
  le	
  E	
  
cedute	
  a	
  tutti	
  gli	
  e-­‐di	
  tutti	
  gli	
  
atomi	
  per	
  i	
  quali	
  bmin	
  <	
  b	
  <	
  bmax	
   3



Effetto densita' 
•  Ora	
  bmax=πvγ/ωo	
  >>	
  Ratomo,	
  specie	
  quando	
  

γ>>1	
  
•  Percio'	
  in	
  un	
  mezzo	
  denso	
  ci	
  saranno	
  

molti	
  atomi	
  interposti	
  fra	
  la	
  part	
  
incidente	
  e	
  l'atomo	
  preso	
  in	
  
considerazione,	
  per	
  b	
  ∼	
  bmax	
  

•  Questi	
  atomi,	
  perturbati	
  dai	
  campi	
  
della	
  part	
  incidente,	
  produrranno	
  
campi	
  perturbanti	
  nella	
  posizione	
  
occupata	
  dall'atomo,	
  modificando	
  la	
  
risposta	
  ai	
  campi	
  della	
  part	
  veloce	
  

•  In	
  altre	
  parole,	
  nei	
  mezzi	
  densi	
  la	
  
polarizzazione	
  dielettrica	
  del	
  
materiale	
  altera	
  i	
  campi	
  della	
  
particella	
  veloce	
  rispetto	
  al	
  valore	
  
che	
  avrebbero	
  nello	
  spazio	
  vuoto	
  ai	
  
valori	
  caratteristici	
  dei	
  campi	
  
macroscopici	
  entro	
  un	
  dielettrico	
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Effetto densita' 
•  Nel	
  calcolo	
  delle	
  energia	
  trasferite	
  

negli	
  urti	
  lontani	
  (b>>Ratomo)	
  occorre	
  
tenere	
  cont	
  di	
  tali	
  modificazioni,	
  
dovute	
  alla	
  polarizzazione	
  del	
  mezzo:	
  
negli	
  urti	
  stretti	
  (b<<Ratomo)	
  la	
  
particella	
  interagisce	
  soltanto	
  con	
  
atomo	
  alla	
  volta	
  e	
  si	
  puo'	
  usare	
  
l'approssimazione	
  di	
  e-­‐	
  liberi,	
  senza	
  
polarizzazione	
  

•  Per	
  urti	
  lontani	
  assumiamo	
  che	
  i	
  campi	
  
nel	
  mezzo	
  si	
  possano	
  calcolare	
  
nell'approx	
  del	
  continuo,	
  nella	
  quale	
  
le	
  proprieta'	
  dielettriche	
  si	
  possono	
  
descrivere	
  mediante	
  una	
  costante	
  
dielettrica	
  ε(ω)	
  

•  Calcolo	
  complicato	
  (gli	
  entusiasti	
  dei	
  
conti	
  lo	
  possono	
  trovare	
  in	
  
"Elettrodinamica	
  classica",	
  Jackson,	
  
2°	
  edition,	
  cap.	
  13)
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NB:	
  la	
  polarizzazione	
  
si	
  oppone	
  al	
  campo	
  
perturbante,	
  cioe'	
  lo	
  
diminuisce	
  



Correzioni	
  di	
  densita'	
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(dE
dX
)b>a =

(ze)2ω p
2

c2
ln(1.123c

aω p

)

con	
  ωp	
  =	
  (4πNZe2/m)1/2	
  frequenza	
  di	
  plasma	
  
elettronico	
  e	
  a=raggio	
  atomico	
  

(dE
dX
)b>a =

(ze)2ω p
2

c2
ln(1.123γc

a ω
)

senza	
  le	
  correzioni	
  di	
  densita'	
  si	
  avrebbe	
  

q  La	
  perdita	
  di	
  energia	
  non	
  dipende	
  piu'	
  dai	
  dettagli	
  della	
  struttura	
  
atomica	
  attraverso	
  <ω>	
  =	
  2<I>/h,	
  ma	
  solo	
  dalla	
  densita'	
  di	
  
elettroni.	
  

q  Nel	
  limite	
  ultrarelativistico	
  diventa	
  costante.	
  
q  Due	
  materiali	
  con	
  strutture	
  atomiche	
  molto	
  diverse	
  avranno	
  la	
  

stessa	
  perdita	
  di	
  energia	
  per	
  particelle	
  ultrarelativistiche	
  se	
  le	
  
loro	
  densita'	
  sono	
  tali	
  che	
  la	
  densita'	
  di	
  elettroni	
  e'	
  la	
  stessa.	
  

Fermi	
  ha	
  calcolato	
  le	
  perdite	
  di	
  energia	
  
dovute	
  a	
  urti	
  lontani	
  per	
  particelle	
  
ultrarelativistiche	
  (β	
  ≈	
  1)	
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Per	
  mantenere	
  la	
  forma	
  della	
  bethe	
  bloch,	
  calcolata	
  senza	
  l’effetto	
  
di	
  schermo,	
  ed	
  eliminare	
  il	
  raggio	
  atomico	
  a,	
  si	
  parametrizza	
  
l’effetto	
  della	
  polarizzazione	
  con	
  un	
  parametro	
  δ	
  che	
  e’	
  pari	
  alla	
  
differenza	
  tra	
  la	
  perdita	
  di	
  energia	
  calcolata	
  con	
  effetto	
  di	
  
polarizzazione	
  e	
  quello	
  che	
  si	
  ha	
  senza	
  la	
  polarizzazione	
  
δ/2 =	
  (dE/dX)pol	
  –	
  (dE/dX)nopol	
  cosi’	
  che	
  nel	
  limite	
  di	
  alte	
  energie	
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  La	
  perdita	
  di	
  energia	
  diventa	
  

Con	
  queste	
  correzioni	
  si	
  vede	
  subito	
  che	
  ad	
  alti	
  βγ	
  dE/dX	
  cresce	
  
come	
  ln(βγ/hωp)	
  piuttosto	
  che	
  come	
  ln((βγ)2/I)	
  (ie	
  risalita	
  
relativitica)	
  à	
  Dato	
  che	
  ωp	
  dipende	
  da	
  Ne1/2	
  ,	
  materiali	
  con	
  la	
  
stessa	
  densita’	
  di	
  e-­‐	
  hanno	
  la	
  stessa	
  perdita	
  indipendentemente	
  dal	
  
potenziale	
  di	
  ionizzazione.	
  
Dato	
  che	
  Ne	
  =	
  ρNA(Z/A),	
  la	
  risalita	
  e’	
  piu’	
  rapida	
  per	
  materiali	
  
meno	
  densi,	
  p.	
  es.	
  gas	
  rispetto	
  a	
  liquidi	
  e	
  solidi	
  e	
  da	
  cui	
  il	
  nome	
  
“effetto	
  densita’”	
  

Correzioni	
  di	
  densita'	
  

NB: la forma di δ e’ complicata. Solo nel 
limite asintotico di βγ >> 1 assume questa 
forma semplice.  
Nella pratica si usano formule parametriche 
con costanti che dipendono dal materiale (es. 
formula di Sternheimer)  

β ≈ 1 
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Bethe Bloch: effetto densita' 

La	
  salita	
  relativistica	
  satura	
  
crescendo	
  γ	
  à	
  plateau	
  di	
  Fermi.	
  

Più	
  denso	
  è	
  il	
  mezzo	
  tanto	
  prima	
  
si	
  raggiunge	
  il	
  plateau	
  di	
  Fermi	
  
à	
  la	
  salita	
  relativistica	
  è	
  più	
  
importante	
  nei	
  gas	
  che	
  nei	
  
liquidi	
  e	
  nei	
  solidi.	
  

Funziona	
  fino	
  al	
  %	
  per	
  particelle	
  
fino	
  al	
  nucleo	
  di	
  α	
  per	
  β	
  	
  0.1	
  -­‐	
  
1.0.	
  Per	
  basse	
  velocità	
  (β~0.05)	
  
non	
  è	
  più	
  valida	
  in	
  quanto	
  non	
  
sono	
  più	
  valide	
  molte	
  delle	
  
assunzioni	
  di	
  Bethe	
  Block	
  (ie	
  non	
  
posso	
  piu'	
  trascurare	
  l'energia	
  
di	
  legame	
  degli	
  e-­‐).	
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Bethe	
  Bloch:	
  effetto	
  densita’–formule	
  
pratiche	
  

Nella	
  pratica	
  δ viene	
  tabulato	
  in	
  funzione	
  di	
  βγ per	
  differenti	
  
materiali	
  

X	
  =	
  ln(βγ)

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=−
2

2ln1 2
222

2
2 γδ

β
γβ

β
ρ

I
mc

A
ZKz

dx
dE

Al	
  plateau	
  di	
  Fermi,	
  	
  
•  (dE/dX)plateau	
  ≈	
  1.05-­‐1.1	
  (dE/dX)MIP	
  per	
  i	
  solidi	
  
•  (dE/dX)plateau	
  ≈	
  1.5-­‐1.1	
  (dE/dX)MIP	
  per	
  i	
  gas	
  

	
  



Bethe	
  Bloch	
  Formula	
  
   Bethe-­‐Bloch	
  law	
  for	
  “stopping	
  power”: 

 
 
 
  Where:	
  

X = ρx, where ρ  is	
  the	
  density	
  of	
  the	
  absorber	
  material	
  
NA =	
  Avagadro	
  no.	
  

                          = classical	
  electron	
  radius	
  =	
  2.82x10-­‐13	
  cm	
  

z	
  =	
  charge	
  of	
  incident	
  particle	
  in	
  units	
  of	
  e	
  
Z,	
  A	
  =	
  atomic	
  no.	
  and	
  atomic	
  weight	
  of	
  the	
  absorber	
  
Tmax	
  =	
  maximum	
  kinetic	
  energy	
  which	
  can	
  be	
  imparted	
  to	
  a	
  
free	
  electron	
  in	
  a	
  single	
  collision.	
  	
  For	
  heavy	
  particles	
  
(m>>me),	
  Tmax	
  =	
  2mec2β2γ2 
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€ 

−
dE
dX

= 4πNAre
2mec

2z2 Z
A
1
β 2

1
2
ln 2mec

2γ 2β 2Tmax
I2

−β 2 −
δ
2

' 

( 
) 

* 

+ 
, 

€ 

re =
1
4πε0

e2

mec
2

Units:	
  MeV	
  g-­‐1	
  cm2	
  	
  

constant	
  4πNAre2mec2	
  =	
  0.31	
  MeV	
  g-­‐1	
  cm2	
  

NB:	
  it	
  has	
  a	
  slightly	
  different	
  but	
  equivalent	
  form	
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Energy	
  loss	
  of	
  electrons	
  and	
  positrons	
  
Calculation	
  of	
  electron	
  and	
  positron	
  energy	
  loss	
  due	
  to	
  ionization	
  
and	
  excitation	
  complicated	
  due	
  to:	
  

	
  spin	
  ½	
  in	
  initial	
  and	
  final	
  state	
  	
  
	
  small	
  mass	
  of	
  electron/positron	
  
	
  identical	
  particles	
  in	
  initial	
  and	
  final	
  state	
  for	
  electrons	
  

Form	
  of	
  equation	
  for	
  energy	
  loss	
  similar	
  to	
  “heavy	
  particles”	
  

−
dE
dX c

= 2πNare
2mec

2 Z
A
1
β 2

ln( τ
2 (τ + 2)

2(I 2 /mec
2 )
)+F(τ )−δ − 2C

Z
"

#
$

%

&
'

τ is	
  kinetic	
  energy	
  of	
  incident	
  electron	
  in	
  units	
  of	
  mec2.	
  τ =Eke/ mec2 =γ-1 

2

2
2

2

2
2 2ln)12(1

8
11

)1(
2ln)12(8/1)(

γ
γ

γ
γ

β
τ
ττ

βτ
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+−=

+
+−

+−=−eF
	
  	
  	
  	
  	
  Note:	
  
Typo	
  on	
  P38	
  of	
  Leo	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  2r®2t	
  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

+
+

+
+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

+
+

+
+−=+ 32

2

32

2

)1(
4

)1(
10

)1(
1423

12
2ln2

)2(
4

)2(
10

)2(
1423

12
2ln2)(

γγγ
β

τττ
β

τ eF

For	
  both	
  electrons	
  and	
  positrons	
  F(t)	
  becomes	
  a	
  constant	
  at	
  very	
  high	
  
incident	
  energies.	
  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+∝− BA

I
cm

dx
dE e

c

γln)2ln(2
2

Comparison	
  of	
  electrons	
  and	
  heavy	
  particles	
  (assume	
  β=1):	
  

	
   	
  A	
  	
  	
  	
  	
  B	
  
electrons: 	
  3	
  	
  	
  	
  	
  1.95	
  
heavy 	
   	
  4	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  2	
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Bethe Bloch: elettroni 
Emax,	
  nel	
  caso	
  degli	
  e-­‐,	
  si	
  ottiene	
  dalla	
  formula	
  ottenuta	
  nel	
  
caso	
  di	
  particelle	
  pesanti	
  

Sostituendo si ha 

Se M=me    à 
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Bethe	
  Block	
  

Particelle	
  della	
  stessa	
  velocità	
  hanno	
  
praticamente	
  la	
  stessa	
  dE/dx	
  in	
  materiali	
  
diversi,	
  se	
  escludiamo	
  l’idrogeno.	
  È	
  
presente	
  una	
  piccola	
  diminuzione	
  della	
  
perdita	
  di	
  energia	
  all’aumentare	
  di	
  Z.	
  

In	
  pratica,	
  la	
  maggioranza	
  delle	
  
particelle	
  relativistiche	
  hanno	
  una	
  
perdita	
  di	
  energia	
  simile	
  a	
  quella	
  del	
  
minimo	
  MIP	
  (minimum	
  ionizing	
  particle).	
  

La	
  perdita	
  di	
  energia	
  	
  è	
  normalmente	
  
espressa	
  in	
  termini	
  della	
  densità	
  di	
  area	
  
dS=ρdx	
  e	
  le	
  particelle	
  ionizzanti	
  al	
  
minimo	
  perdono	
  in	
  media	
  1.94	
  MeV/(gr/cm2)	
  
in	
  He,	
  1.08	
  in	
  Uranio	
  e	
  ~4	
  MeV/(gr/cm2)	
  
in	
  H2.	
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dE/dx	
  dependence	
  on	
  medium	
  

•  Curves	
  scale	
  reasonably	
  well	
  
•  Scaling	
  with	
  medium	
  ~Z/A,	
  but	
  I	
  

rises	
  with	
  Z	
  
•  Note	
  larger	
  relativistic	
  rise	
  in	
  

Helium	
  gas;	
  less	
  rise	
  in	
  liquids	
  
and	
  solids	
  (screening	
  due	
  to	
  
density)	
  

•  Recall	
  that	
  linear	
  distance	
  y	
  
related	
  to	
  x	
  via	
  mass	
  density:	
  x	
  
=	
  ρy	
  

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

2
2ln4 2

2
max

222

2
1

2

2
22 βγδ

β
γβ

β
π

I
Tcm

A
ZzcmrN

dx
dE e

eeA

Z/A~0.5 

Z/A = 1 
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Ionization potential 
•  Measured	
  values	
  indicate	
  

non-­‐trivial	
  structure	
  vs	
  Z	
  
(note	
  suppressed	
  zero)	
  

•  Crude	
  approximation	
  at	
  
large	
  Z	
  is	
  I	
  =	
  10Z,	
  
accurate	
  to	
  about	
  10%	
  

•  	
  An	
  approximate	
  empirical	
  
relation	
  is:	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  I≈I0Z-­‐0.9,	
  	
  

with	
  I0=16	
  eV	
  



MIP	
  dependence	
  on	
  chemical	
  species	
  

16



€ 

−
dE
dX

= 4πNAre
2mec

2z2 Z
A
1
β 2

1
2
ln 2mec

2γ 2β 2Tmax
I2

−β 2 −
δ
2

' 

( 
) 

* 

+ 
, 

Depends	
  quadratically	
  on	
  z	
  of	
  
incident	
  particle:	
  the	
  higher	
  is	
  the	
  
charge,	
  the	
  more	
  the	
  mean	
  energy	
  
deposit	
  is	
  high	
  

This	
  means	
  that,	
  in	
  principle,	
  
particle	
  charge	
  can	
  be	
  measured	
  	
  
provided	
  speed	
  is	
  known	
  

dE/dx	
  dependence	
  on	
  medium	
  



Bethe Bloch 

  Only	
  valid	
  for	
  
“heavy”	
  particles	
  
(m≥mµ) i.e.	
  not	
  
electrons	
  

  For	
  a	
  given	
  
material,	
  dE/dX	
  
depends	
  only	
  on β - 
independent	
  of	
  mass	
  
of	
  particle	
  

  First	
  approximation:	
  	
  
medium	
  characterized	
  
by	
  electron	
  density	
  
~Z/A	
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Z/A~0.5 

Z/A	
  =	
  1	
  

€ 

dE
dX

∝
1
β 2

dE
dX

∝ lnγ 2

“log	
  relativistic	
  rise”	
  

“kinematical	
  term”	
  

βγ ≈ 3-4 (v≈0.96c)  
Minimum	
  ionizing	
  particles,	
  MIPs	
  

“Fermi	
  plateau”	
  	
  
at	
  large	
  γ 

€ 

−
dE
dX

= 4πNAre
2mec

2z2 Z
A
1
β 2

1
2
ln 2mec

2γ 2β 2Tmax
I2

−β 2 −
δ
2

' 

( 
) 

* 

+ 
, 

€ 

dE
dX min

~ 1-2 MeV g-1 cm2 

True	
  for	
  all	
  particles	
  
with	
  same	
  charge	
  

0.31	
  MeV	
  g-­‐1	
  cm2	
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dE/dx	
  phenomena	
  

 

•  Energy	
  loss	
  is	
  small	
  (~few	
  MeV	
  cm2/gm)	
  except	
  for	
  βγ<1 
•  At	
  very	
  low	
  βγ	
  binding	
  effects	
  become	
  important	
  (keep	
  

curves	
  finite);	
  dE/dx	
  magnitude	
  peaks	
  at	
  a	
  few	
  hundred	
  
MeV	
  cm2/gm	
  near	
  β ~ 0.01 

•  Relativistic	
  charged	
  particles	
  traverse	
  large	
  amounts	
  
of	
  material;	
  1	
  GeV	
  muon	
  penetrates	
  ~500	
  gm/cm2;	
  for	
  
water	
  this	
  corresponds	
  to	
  a	
  length	
  of	
  500	
  cm.	
  

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

2
2ln4 2

2
max

222

2
1

2

2
22 βγδ

β
γβ

β
π

I
Tcm

A
ZzcmrN

dx
dE e

eeA
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Ionizzazione:	
  correzioni	
  di	
  shell	
  
A	
  basse	
  energie,	
  quando	
  la	
  velocita’	
  della	
  particella	
  incidente	
  e’	
  

paragonabile	
  a	
  quella	
  orbitale	
  dell’e-­‐,	
  c’e’	
  un’altra	
  correzione	
  alla	
  
BB,	
  dovuta	
  al	
  fatto	
  che	
  l’assunzione	
  che	
  l’e-­‐	
  sia	
  in	
  quiete	
  durante	
  

l’interazione	
  non	
  e’	
  piu’	
  validaà	
  correzioni	
  di	
  shell	
  

Valida per η = β γ >0.1 

In	
  ambito	
  
astrofisico,	
  le	
  
correzioni	
  di	
  

densita’	
  e	
  di	
  shell	
  
sono	
  in	
  genere	
  

trascurabili,	
  ma	
  
sono	
  importanti	
  

nelle	
  applicazioni	
  
di	
  rivelatori	
  di	
  

particelle	
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Charged	
  particle	
  energy	
  loss	
  in	
  
matter	
  

•  At	
  very	
  low	
  βγ, large	
  
energy	
  loss	
  due	
  to	
  
atomic	
  effects	
  

•  For	
  large	
  (and	
  
relevant)	
  range	
  of	
  
relativistic	
  βγ, energy	
  
loss	
  is	
  small	
  (minimium	
  
ionizing	
  particle	
  –	
  
“mip”)	
  

•  Ultra-­‐relativistic	
  
particles	
  lose	
  energy	
  
mostly	
  via	
  gamma	
  
radiation	
  

Taken from RPP2008; pdg.lbl.gov  

Bethe-­‐Block	
  region	
  



Therefore,	
  a	
  spread	
  in	
  energies	
  always	
  results	
  
after	
  a	
  beam	
  of	
  monoenergetic	
  charged	
  particles	
  
has	
  passed	
  through	
  a	
  given	
  thickness	
  of	
  absorber.	
  
The	
  width	
  of	
  this	
  energy	
  distribution	
  is	
  a	
  
measure	
  of	
  energy	
  straggling,	
  which	
  varies	
  with	
  
the	
  distance	
  along	
  the	
  particle	
  track.	
  	
  
	
  
If	
  the	
  slab	
  is	
  thick	
  enough,	
  the	
  particles	
  will	
  
lose	
  all	
  their	
  energy	
  and	
  will	
  be	
  stopped	
  in	
  the	
  
absorber.	
  For	
  the	
  same	
  reason	
  as	
  above,	
  not	
  all	
  
the	
  particles	
  with	
  the	
  same	
  initial	
  energy	
  will	
  
travel	
  the	
  same	
  distance	
  in	
  the	
  absorber	
  before	
  
stopping	
  

Energy	
  loss	
  fluctuations	
  
We	
  learned	
  that	
  as	
  a	
  beam	
  of	
  particles	
  travels	
  in	
  a	
  slab	
  of	
  material	
  
loses	
  energy.	
  	
  
Because	
  of	
  statistical	
  nature	
  of	
  the	
  process,	
  not	
  all	
  the	
  particles	
  
have	
  the	
  same	
  loss	
  (eg	
  different	
  nbr	
  of	
  collisions	
  and	
  different	
  energy	
  
loss	
  in	
  each	
  collision)	
  at	
  the	
  same	
  depth:	
  BB	
  describes	
  the	
  average	
  
energy	
  loss,	
  not	
  the	
  actual	
  loss	
  in	
  a	
  single	
  collision,	
  that	
  is	
  	
  
<ΔE>	
  =	
  <(dE/dX)>ΔX	
  if	
  medium	
  is	
  homogeneous.	
  



Range	
  
q  Since	
  particles	
  loose	
  energy	
  in	
  matter,	
  a	
  particle	
  will	
  travel	
  a	
  

finite	
  distance,	
  called	
  "range",	
  before	
  it	
  loses	
  all	
  its	
  energy.	
  
q  Experimentally,	
  the	
  range	
  can	
  be	
  determined	
  by	
  passing	
  a	
  beam	
  of	
  

particles	
  through	
  different	
  thicknesses	
  L	
  and	
  measuring	
  the	
  ratio	
  r	
  
of	
  transmitted	
  to	
  incident	
  particles	
  

q  For	
  small	
  L,	
  r=1:	
  all	
  (or	
  practically	
  
all)	
  the	
  particles	
  pass	
  through.	
  

q  At	
  the	
  range	
  R,	
  r	
  drops	
  to	
  0	
  
q  The	
  drop	
  is	
  not	
  sharp,	
  but	
  slopes	
  down	
  

over	
  a	
  certain	
  spread	
  of	
  L,	
  since	
  the	
  
energy	
  loss	
  process	
  is	
  statistical.	
  
Particles	
  with	
  the	
  same	
  energy	
  will	
  
travel	
  different	
  distances	
  because	
  of:	
  	
  
ü  different	
  nbr	
  of	
  collisions	
  and	
  	
  
ü  different	
  energy	
  loss	
  in	
  each	
  

collision.	
  	
  
q  This	
  is	
  known	
  as	
  "range	
  straggling"	
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R E( ) = 1
dE

dxE

0

∫ dE

Dato	
  un	
  fascio	
  monoenergetico,	
  la	
  profondita'	
  alla	
  quale	
  le	
  particelle	
  
sono	
  ridotte	
  alla	
  meta'	
  si	
  chiama	
  range	
  medio.	
  

Il	
  range	
  rappresenta	
  la	
  distanza	
  
percorsa	
  ed	
  e'	
  diversa	
  dallo	
  
spessore	
  a	
  causa	
  delle	
  deviazioni	
  
che	
  subisce	
  negli	
  urti.	
  Si	
  misura	
  
in	
  gr/cm2.	
  
La	
  dispersione	
  intorno	
  al	
  range	
  
medio	
  e'	
  gaussiana.	
  Il	
  calcolo	
  e’	
  
complicato.	
  (Evans,	
  Atomic	
  Nucleus,	
  
pp.	
  600-­‐667,	
  available	
  on	
  the	
  web,	
  
1002	
  pages)	
  

Range	
  

Formalmente	
  il	
  range	
  e’	
  definito	
  come:	
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Note	
  that	
  the	
  trajectory	
  is	
  not	
  a	
  straight	
  line	
  because	
  of	
  the	
  
collisions	
  against	
  nuclei,	
  i.e.	
  multiple	
  scattering	
  (later).	
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Range 
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R/
M	
  
g	
  
cm

-­‐2
	
  G
eV

-­‐1
	
  	
  



Percorso	
  delle	
  par,celle	
  (Range)	
  

0.05 0.10.02 0.50.2 1.0 5.02.0 10.0
Pion momentum (GeV/c)

0.1 0.50.2 1.0 5.02.0 10.0 50.020.0

Proton momentum (GeV/c)

0.050.02 0.1 0.50.2 1.0 5.02.0 10.0
Muon momentum (GeV/c)

!" = p/Mc
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€ 

R(E) ≅ E
9.3
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 
1.8

E	
  in	
  MeV,	
  	
  R	
  in	
  meters	
  of	
  air	
  

The	
  range-­‐energy	
  relationships	
  	
  
are	
  often	
  expressed	
  as	
  R(E)=(E/Eo)n	
  	
  
e.g.	
  the	
  range	
  in	
  meters	
  of	
  low	
  	
  
energy	
  protons	
  can	
  be	
  	
  approximated	
  	
  
with	
  n=1.8	
  and	
  Eo=9.3	
  MeV.	
  
	
  



Scaling	
  laws	
  
•  Sometimes	
  data	
  are	
  not	
  available	
  on	
  the	
  range	
  or	
  energy	
  loss	
  

characteristics	
  of	
  precisely	
  the	
  same	
  particle-­‐absorber	
  combination	
  
needed	
  in	
  a	
  given	
  experiment.	
  Recourse	
  must	
  then	
  be	
  made	
  to	
  various	
  
approximations,	
  most	
  of	
  which	
  are	
  derived	
  based	
  on	
  the	
  Bethe	
  
formula	
  and	
  on	
  the	
  assumption	
  that	
  the	
  dE/dX	
  per	
  atom	
  of	
  compounds	
  
or	
  mixtures	
  is	
  additive.	
  This	
  latter	
  assumption,	
  known	
  as	
  the	
  
Bragg-­‐Kleeman	
  rule,	
  may	
  be	
  written	
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•  In	
  this	
  expression,	
  N	
  is	
  the	
  atomic	
  density,	
  and	
  Wi	
  represents	
  the	
  
atom	
  fraction	
  of	
  the	
  ith	
  component	
  in	
  the	
  compound	
  C.	
  	
  

•  As	
  an	
  example	
  of	
  the	
  application	
  of	
  BB,	
  the	
  linear	
  stopping	
  power	
  
of	
  alpha	
  particles	
  in	
  a	
  metallic	
  oxide	
  could	
  be	
  obtained	
  from	
  
separate	
  data	
  on	
  dE/dX	
  in	
  both	
  the	
  pure	
  metal	
  and	
  in	
  oxygen.	
  	
  

•  Some	
  caution	
  should	
  be	
  used	
  in	
  applying	
  such	
  results,	
  however,	
  
since	
  some	
  measurements	
  for	
  compounds	
  have	
  indicated	
  a	
  stopping	
  
power	
  differing	
  by	
  as	
  much	
  as	
  10-­‐20%	
  from	
  that	
  calculated	
  from	
  BB.	
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dE/dx	
  per	
  composti	
  e	
  miscugli.	
  

Una	
  buona	
  approssimazione	
  della	
  perdita	
  di	
  energia	
  per	
  composti	
  e	
  
miscugli	
  è	
  data	
  dalla	
  regola	
  di	
  Bragg:	
  una	
  media	
  pesata	
  delle	
  perdite	
  
di	
  energia	
  degli	
  elementi	
  i	
  del	
  composto	
  M,	
  pesate	
  con	
  la	
  frazione	
  di	
  
elettroni	
  dell’elemento	
  
	
  
	
  
	
  
Dove	
  a1,	
  a2,	
  …	
  e’	
  il	
  nr.	
  di	
  elettroni	
  nello	
  i-­‐esimo	
  elemento	
  del	
  
composto	
  M	
  e	
  Ai	
  e’	
  il	
  nr	
  atomico	
  dell’elemento	
  
Possiamo	
  definire	
  dei	
  valori	
  efficaci	
  come	
  segue:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
E	
  riscrivere	
  la	
  dE/dx	
  in	
  termini	
  dei	
  valori	
  efficaci.	
  
	
  
	
  

⋅⋅⋅⋅+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
22

2

11

11
dx
dEw

dx
dEw

dx
dE

ρρρ
wi = ai

Ai
AM

          AM = aiAi
i
∑

          Zeff = ai∑ Zi                Aeff = ai∑ Ai

     ln Ieff =
aiZi ln Ii
Zeff

∑               δeff =
aiZiδi
Zeff

∑



dE/dX	
  vs.	
  depth	
  	
  

Until	
  the	
  particle	
  is	
  a	
  MIP,	
  its	
  energy	
  loss	
  stays	
  constant	
  (more	
  
exactly	
  it	
  varies	
  slowly	
  –logarithmically-­‐with	
  βγ.	
  Remember:	
  dE/dX	
  ∝	
  1/β2	
  
and	
  β	
  ≈	
  1	
  for	
  MIPs)	
  
As	
  βγ	
  goes	
  down	
  below	
  MIP,	
  the	
  E	
  loss	
  increases	
  very	
  rapidly	
  because	
  of	
  
1/β2	
  dependence	
  or	
  as	
  1/T	
  (kinetic	
  E)	
  as	
  the	
  particle	
  becomes	
  non	
  
relativistic	
  and	
  there	
  is	
  a	
  peak	
  in	
  energy	
  deposit	
  :	
  Bragg	
  peak	
  

βγ	
  >	
  3.5:	
  <dE/dX>	
  ≈	
  (dE/dX)min	
  
βγ  <	
  3.5:	
  <dE/dX>	
  >>	
  (dE/dX)min	
  

A	
  plot	
  of	
  the	
  specific	
  energy	
  loss	
  along	
  the	
  track	
  of	
  a	
  charged	
  
particle	
  is	
  known	
  as	
  a	
  Bragg	
  curve.	
  	
  

Near	
  the	
  end	
  of	
  the	
  track,	
  the	
  charge	
  
is	
  reduced	
  through	
  electron	
  pickup	
  and	
  
the	
  curve	
  falls	
  off:	
  particle	
  becomes	
  
very	
  slow	
  and	
  easily	
  captures	
  
electrons	
  from	
  medium	
  and	
  becomes	
  
neutral	
  before	
  stopping.	
  



17/03/11

Particles	
  with	
  high	
  charge	
  
begin	
  to	
  pick	
  up	
  electrons	
  
early	
  in	
  their	
  slowing-­‐down	
  
process.	
  	
  
Note	
  that	
  in	
  an	
  Al	
  absorber,	
  
singly	
  charged	
  H	
  ions	
  (protons)	
  
show	
  strong	
  effects	
  of	
  charge	
  
pickup	
  below	
  about	
  100	
  keV,	
  but	
  
doubly	
  charged	
  3He	
  ions	
  show	
  
equivalent	
  effects	
  at	
  about	
  400	
  
keV.	
  	
  
	
  

dE/dX	
  vs.	
  depth	
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dE/dx phenomena 

 

•  Slow	
  particles	
  lose	
  most	
  of	
  their	
  energy	
  in	
  a	
  
short	
  distance,	
  since	
  kinetic	
  energy	
  T	
  ~	
  β2 
 
 
 
 
 
 

•  For	
  30	
  MeV	
  protons	
  in	
  water,	
  <dE/dx>	
  ~	
  50	
  MeV	
  
cm2/gm,	
  so	
  Δy	
  ~	
  0.3	
  cm	
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= −
dT
dx
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T
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0
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0
∫
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T dT
T0

0
∫ = −

T0
2(dE / dx)o

= ρΔy
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Application of Range 

•  The localized energy deposition of heavy charged particles 
can be useful therapeutically = proton radiation therapy 
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•  Monoenergetic	
  proton	
  beam	
  loses	
  energy	
  more	
  
rapidly	
  as	
  it	
  slows	
  down;	
  gives	
  sharp	
  Bragg	
  
peak	
  in	
  ionization	
  versus	
  depth	
  	
  

•  Using	
  a	
  range	
  of	
  proton	
  
energies	
  allows	
  a	
  varied	
  
profile	
  versus	
  depth	
  

•  Photon	
  beam	
  (x-­‐rays)	
  
deposits	
  most	
  energy	
  	
  
near	
  entrance	
  into	
  tissue	
  

•  Tumor	
  therapy	
  with	
  hadrons	
  
	
  	
  (adro-­‐therapy)	
  

Application of Range 
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Proton Therapy 

•  Energy range of interest from 50 (eye) – 250 (prostate) 
MeV 
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Proton Therapy 
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Proton Therapy 

•  Schematic apparatus for hadron-therapy 
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Proton Therapy 

•  Modulator, aperture, and compensator 

Modulator 
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Proton Therapy 
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Proton Therapy 
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Proton Therapy 

•  Lung cancer treatment 
–  Intensity modulated radiation therapy vs proton therapy 
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Proton Therapy 



Hadron-therapy for cancer 

46
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•  Quando	
  una	
  particella	
  attraversa	
  un	
  
materiale	
  di	
  spessore	
  L	
  si	
  hanno	
  due	
  casi	
  
estremi:	
  
–  lo	
  spessore	
  del	
  materiale	
  e'	
  molto	
  minore	
  del	
  

range	
  medio,	
  L<<R:	
  la	
  particella	
  attraversa	
  
il	
  mezzo	
  perdendo	
  solo	
  una	
  frazione	
  piccola	
  
della	
  sua	
  energia	
  ΔE	
  <<	
  Einc.	
  In	
  tal	
  caso,	
  
fissato	
  lo	
  spessore	
  attraversato,	
  si	
  
osservano	
  fluttuazioni	
  nell'energia	
  ΔE	
  
depositata	
  nel	
  mezzo.	
  

–  il	
  materiale	
  e'	
  cosi'	
  spesso	
  che	
  la	
  
particella	
  vi	
  deposita	
  tutta	
  la	
  sua	
  energia	
  
(ΔE	
  =	
  Einc)	
  e	
  si	
  ferma.	
  In	
  tal	
  caso	
  si	
  
osserva,	
  come	
  abbiamo	
  appena	
  visto,	
  una	
  
distribuzione	
  nel	
  range	
  delle	
  particelle	
  a	
  
causa	
  delle	
  fluttuazioni	
  statistiche	
  del	
  
numero	
  di	
  urti	
  e	
  dell'energia	
  persa	
  in	
  
ciascun	
  urto.	
  Questo	
  accade	
  quando	
  il	
  range	
  
medio	
  della	
  particella	
  e'	
  molto	
  minore	
  dello	
  
spessore	
  del	
  materiale:	
  R	
  <<	
  L	
   50

Energy	
  loss	
  fluctuations	
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Energy	
  loss	
  fluctuations	
  
La	
  perdita	
  di	
  energia	
  dE/dx	
  (Bethe	
  Block)	
  descrive	
  la	
  perdita	
  media	
  di	
  
energia	
  per	
  una	
  particella	
  nell'attraversare	
  uno	
  spessore	
  dX	
  di	
  
materiale.	
  Cio'	
  significa	
  che	
  in	
  un	
  fascio,	
  una	
  particella	
  in	
  media	
  
perde	
  <dE/dX>	
  

−
dE
dx

= ρKz2 Z
A
1
β 2

ln 2mc
2β 2γ 2

I
−β 2 −

δ γ( )
2

"

#
$

%

&
'

−
dE
dx

≠ −
dE
dx

Se	
  fissiamo	
  l'attenzione	
  su	
  una	
  singola	
  particella,	
  in	
  generale	
  

a	
  causa	
  delle	
  fluttuazioni	
  statistiche	
  che	
  avvengono	
  	
  
i.  nel	
  numero	
  di	
  collisioni	
  con	
  gli	
  elettroni	
  del	
  mezzo	
  
ii. nella	
  perdita	
  di	
  energia	
  nelle	
  singole	
  collisioni	
  

In	
  un	
  mezzo	
  omogeneo,	
  dalla	
  BB	
  si	
  ha	
  <dE>	
  ∝	
  X	
   dE ≈ ρKz2 Z
A
1
β 2

X

ovvero	
  la	
  perdita	
  totale	
  in	
  uno	
  spessore	
  ΔX,	
  ΔE	
  ≠	
  <ΔE>	
  

δE	
  distribuite	
  statisticamente	
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Energy	
  loss	
  fluctuations	
  for	
  R<<L	
  

Un	
  fascio	
  di	
  particelle	
  monoenergetiche	
  con	
  E	
  =	
  E0	
  
mostrera'	
  uno	
  sparpagliamento	
  σ	
  intorno	
  a	
  E	
  =	
  E0	
  -­‐<dE>,	
  
dopo	
  aver	
  attraversato	
  un	
  spessore	
  (costante)	
  di	
  
materiale	
  e	
  non	
  sara'	
  piu'	
  monoenergetico	
  (una	
  delta	
  di	
  
Dirac)	
  	
  con	
  E	
  =	
  E0	
  -­‐<dE>,	
  ma	
  mostrera’	
  una	
  distribuzione	
  
di	
  perdite	
  intorno	
  a	
  quella	
  media.	
  	
  
	
  
La	
  forma	
  della	
  distribuzione	
  dipende	
  	
  
dallo	
  spessore	
  attraversato	
  
	
  
Nel	
  trattare	
  il	
  problema	
  delle	
  fluttuazioni,	
  
tradizionalmente	
  si	
  hanno	
  due	
  grandi	
  classi	
  di	
  
assorbitori:	
  
1. assorbitori	
  spessi	
  
2. assorbitori	
  sottili	
  

(nel	
  limite	
  di	
  cui	
  sopra)	
  



•  La	
  distinzione	
  tra	
  assorbitori	
  spessi	
  
e	
  sottili	
  non	
  e'	
  netta.	
  

•  L'assorbitore	
  diventa	
  spesso	
  quando	
  il	
  
#	
  di	
  collisioni	
  N	
  à	
  ∞	
  ma	
  nella	
  
pratica	
  e'	
  sempre	
  finito	
  e	
  non	
  e'	
  
facile	
  distinguere	
  sempre	
  bene	
  i	
  due	
  
casi	
  (anche	
  perche'	
  siamo	
  nell'ipotesi	
  
che	
  la	
  particella	
  perda	
  una	
  frazione	
  
piccola	
  dell'energia,	
  cioe'	
  R<<L)	
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Energy	
  loss	
  fluctuations	
  for	
  R<<L	
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There	
  is	
  another	
  way	
  to	
  define	
  thick	
  and	
  thin	
  absorbers:	
  
Roughly,	
  for	
  a	
  MIP	
  the	
  energy	
  loss	
  in	
  a	
  thickness	
  X	
  g/cm2	
  of	
  
absorber	
  is	
  ΔE	
  =	
  <dE/dX>X	
  and	
  also	
  ΔE	
  =	
  Σ0

ΝδEi	
  
The	
  δEi	
  are	
  distributed	
  statistically	
  according	
  to	
  their	
  
probability	
  between	
  δEmin	
  and	
  δEmax	
  
	
  
If	
  N	
  à	
  ∞,	
  ΔE	
  >>	
  δEi,	
  for	
  any	
  i	
  and	
  thus	
  also	
  for	
  the	
  max	
  
cinematically	
  allowed	
  δEmax:	
  ΔE	
  >>	
  δEmax	
  
	
  

	
   	
   	
  <dE/dX>X	
  >>	
  δEmax	
  
Therefore	
  a	
  detector	
  can	
  be	
  said	
  “thick”	
  if	
  	
  

	
   	
   	
  X	
  >>	
  δEmax/<dE/dX>	
  
	
  
In	
  other	
  words,	
  the	
  detector	
  is	
  thick	
  if	
  single	
  collisions	
  with	
  
large	
  energy	
  transfers	
  are	
  not	
  important	
  for	
  the	
  AVERAGE	
  total	
  
energy	
  loss	
  
	
  

Energy	
  loss	
  fluctuations	
  for	
  R<<L	
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•  Is	
  a	
  1	
  cm	
  scintillator	
  thick	
  or	
  thin	
  for	
  1	
  GeV	
  muon?	
  

Wmax	
  >>	
  ΔE	
  	
  
So	
  1	
  cm	
  plastic	
  scintillator	
  
is	
  NOT	
  thick	
  	
  

ΔE	
  =	
  (dE/dX)(ρx)

Actually,	
  even	
  1	
  cm	
  of	
  Pb	
  is	
  not	
  thick	
  
since	
  ΔE	
  =	
  (dE/dX)(ρx)	
  =	
  1.1*11.35*1	
  =	
  
12.5	
  MeV!!



Energy	
  loss	
  probability	
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€ 

k = 2πNAre
2mec

2z2 Z
A
1
β 2

€ 

P(E)dE = k X
E 2 dE where	
  

  Trascurando	
  lo	
  spin	
  dell'e-­‐	
  (ie	
  scattering	
  di	
  Coulomb),	
  la	
  
probabilita'	
  di	
  espellere	
  un	
  e-­‐	
  di	
  energia	
  fra	
  E	
  ed	
  E	
  +	
  dE	
  e'	
  :	
  

Si	
  ricordi	
  la	
  distribuzione	
  del	
  #	
  di	
  	
  e-­‐	
  
espulsi	
  con	
  E	
  fra	
  E	
  ed	
  E+dE	
  in	
  una	
  collisione	
  

E	
  di	
  fatto	
  e’	
  la	
  probabilita’	
  che	
  un	
  e-­‐	
  venga	
  emesso	
  con	
  energia	
  fra	
  E	
  
ed	
  E+dE	
  entro	
  l’intervallo	
  di	
  energie	
  permesse,a	
  meno	
  di	
  una	
  
normalizzazione	
  ∫n(E)dE	
  =	
  1:	
  
Emin	
  e’	
  dell’ordine	
  di	
  I	
  il	
  potenziale	
  di	
  ionizzazione	
  
Emax	
  e’	
  dato	
  dalla	
  max	
  energia	
  trasferibile	
  in	
  un	
  urto	
  

(1) 

P(E)dE = k X
E 2 (1−β

2 E
Emax

)dE

P(E)dE = k X
E 2 (1−β

2 E
Emax

+
1
2

E
E +mc2

)dE

La	
  distribuzioni	
  esatta	
  per	
  elettroni	
  e'	
  

La	
  distribuzioni	
  esatta	
  per	
  particelle	
  pesanti	
  di	
  spin	
  ½	
  e'	
  

La	
  probabilita'	
  di	
  emissione	
  (cosi'	
  come	
  lo	
  spettro)	
  e'	
  limitata	
  
dalla	
  cinematica	
  fra	
  Emin	
  <	
  E	
  <	
  Emax	
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Energy	
  loss	
  probability	
  

P(E)dE ≈ k X
E 2 dE

La	
  distribuzione	
  descrive	
  bene	
  la	
  
probabilita’	
  finche’	
  il	
  
trasferimento	
  di	
  energia	
  e’	
  
grande	
  rispetto	
  all’energia	
  di	
  
legame	
  atomico	
  (regione	
  verde).	
  
A	
  basse	
  energie	
  (es.	
  per	
  
collisioni	
  distanti)	
  entrano	
  in	
  
gioco	
  altri	
  effetti	
  (screening/
polarizzazione	
  del	
  mezzo,	
  
eccitazione	
  di	
  elettroni	
  atomici,	
  
oscillazioni	
  atomiche).	
  
	
  
	
  

Andamento	
  schematico	
  della	
  probabilita'	
  di	
  
perdere	
  un'energia	
  W	
  in	
  una	
  collisione.	
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Il	
  numero	
  di	
  collisioni	
  nel	
  mezzo	
  determina	
  la	
  distribuzione	
  delle	
  
perdite	
  di	
  energia	
  intorno	
  al	
  valore	
  medio	
  <dE>	
  
	
  
Ciò	
  deriva	
  direttamente	
  dal	
  teorema	
  del	
  limite	
  centrale:	
  la	
  somma	
  
di	
  N	
  variabili	
  casuali,	
  che	
  seguono	
  tutte	
  la	
  stessa	
  distribuzione	
  
statistica,	
  diventa	
  una	
  gaussiana	
  nel	
  limite	
  di	
  Nà∞.	
  
	
  
Se	
  consideriamo	
  come	
  variabile	
  casuale	
  la	
  dE,	
  cioè	
  l’energia	
  persa	
  
in	
  una	
  collisione	
  singola,	
  che	
  le	
  collisioni	
  sono	
  statisticamente	
  
indipendenti	
  e	
  che	
  in	
  ogni	
  collisione	
  la	
  velocità	
  β	
  del	
  proiettile	
  
non	
  è	
  cambiata	
  in	
  maniera	
  apprezzabile	
  in	
  modo	
  che	
  dσ(E)/dE	
  è	
  
costante	
  è	
  l’energia	
  totale	
  persa	
  è	
  la	
  somma	
  di	
  tutte	
  le	
  dE,	
  tutte	
  
con	
  la	
  stessa	
  distribuzione	
  ed	
  e'	
  quindi	
  gaussiana.	
  
	
  
Per	
  assorbitori	
  relativamente	
  spessi	
  la	
  distribuzione	
  della	
  perdita	
  
di	
  energia	
  è	
  gaussiana.	
  
	
  
	
  

Energy	
  loss	
  fluctuations	
  for	
  R<<L	
  



Energy loss probability (1) 

€ 

k = 2πNAre
2mec

2z2 Z
A
1
β 2

€ 

P(E)dE = k X
E 2 dE con 

La	
  probabilita'	
  e'	
  piccata	
  a	
  piccoli	
  valori	
  di	
  E,	
  cioe'	
  per	
  valori	
  ∼	
  
Emin:	
  la	
  maggior	
  parte	
  delle	
  collisioni	
  comporta	
  piccole	
  perdite	
  di	
  E,	
  
ma	
  c'e'	
  una	
  probabilita'	
  finita	
  che	
  in	
  una	
  singola	
  collisione	
  avvenga	
  
una	
  perdita	
  "grande",	
  vicina	
  a	
  Emax	
  
Se	
  N	
  e'	
  sufficientemente	
  elevato,	
  in	
  media	
  le	
  perdite	
  di	
  energia	
  
saranno	
  simmetriche	
  intorno	
  al	
  valore	
  medio:	
  singole	
  collisioni	
  con	
  
alta	
  E	
  sono	
  compensate	
  da	
  tante	
  collisioni	
  a	
  bassa	
  E,	
  in	
  modo	
  che	
  la	
  
distribuzione	
  tenda	
  a	
  una	
  gaussiana,	
  in	
  cui	
  il	
  valore	
  medio	
  <dE>	
  e	
  la	
  
perdita	
  di	
  energia	
  piu'	
  probabile	
  dEmp	
  coincidono	
  
	
  
	
  

  Real	
  detector	
  measures	
  the	
  energy	
  ΔE deposited	
  in	
  a	
  layer	
  
of	
  finite	
  thickness δx. 

  For	
  thick	
  layers	
  and	
  high	
  density	
  materials:	
  
Many	
  collisions	
  
Central	
  limit	
  theorem:	
  distribution	
  →	
  Gaussian	
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Assorbitori	
  spessi:	
  limite	
  
gaussiano.	
  

Se	
  il	
  materiale	
  è	
  spesso	
  (ma	
  non	
  troppo)	
  o	
  denso	
  è	
  N	
  è	
  grande	
  
quindi	
  vale	
  il	
  teorema	
  del	
  limite	
  centrale	
  e	
  la	
  perdita	
  totale	
  
di	
  energia	
  E	
  è	
  distribuita	
  secondo	
  una	
  gaussiana	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Con	
  X	
  spessore	
  del	
  materiale,	
  E	
  perdita	
  di	
  energia	
  
nell’assorbitore,	
  	
  	
  	
  perdita	
  di	
  energia	
  media	
  =	
  (dE/dX)X,	
  e	
  σ	
  
la	
  sua	
  deviazione	
  standard.	
  
	
  

f (X,E)∝ exp −
E −E(X)( )

2

2σ 2 (X)

#

$

%
%

&

'

(
(

E
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Assorbitori	
  spessi:	
  limite	
  gaussiano.	
  

Bohr	
  ha	
  calcolato	
  la	
  deviazione	
  standard	
  σ0 per	
  particelle	
  non	
  
relativistiche:	
  
 
 
 
Dove	
  NA	
  è	
  il	
  numero	
  di	
  Avogadro,	
  re	
  il	
  raggio	
  classico	
  
dell’elettrone,	
  ρ la	
  densità,	
  At	
  il	
  peso	
  atomico	
  (in	
  kg/mol)	
  e	
  Zt	
  
il	
  numero	
  atomico	
  dell’assorbitore.	
  
Estesa	
  a	
  particelle	
  relativistiche	
  diventa:	
  
	
  
	
  
	
  
•  For	
  a	
  Gaussian	
  distribution	
  resulting	
  from	
  N	
  random	
  events	
  

the	
  ratio	
  of	
  the	
  width/mean	
  ∝	
  1/√N	
  
•  Increasing	
  the	
  thickness	
  of	
  the	
  detector	
  decreases	
  the	
  

relative	
  width	
  of	
  the	
  Gaussian	
  peak	
  
 
 
 
 

σ 2
0 = 4πZinc

2 Zt argetnae
4x = 4πre

2NA (mec
2 )2Zinc

2 Zt
At
ρx = 0.157Zinc

2 Z
A
ρx MeV 2!" #$

( )
2

2
2
1

2
0

2

1
1

β
β

σσ
−

−
=



Energy loss probability (2) 

€ 

k = 2πNAre
2mec

2z2 Z
A
1
β 2

€ 

P(E)dE = k X
E 2 dE con 

La	
  probabilita'	
  e'	
  piccata	
  a	
  piccoli	
  valori	
  di	
  E,	
  cioe'	
  per	
  valori	
  ∼	
  
Emin:	
  la	
  maggior	
  parte	
  delle	
  collisioni	
  comporta	
  piccole	
  perdite	
  di	
  E,	
  
ma	
  c'e'	
  una	
  probabilita'	
  finita	
  che	
  in	
  una	
  singola	
  collisione	
  avvenga	
  
una	
  perdita	
  "grande",	
  vicina	
  a	
  Emax	
  
Se	
  N	
  non	
  e'	
  sufficientemente	
  elevato,	
  singole	
  collisioni	
  con	
  grande	
  E	
  
non	
  sono	
  compensate	
  da	
  tante	
  collisioni	
  con	
  piccola	
  E:	
  la	
  
distribuzione	
  delle	
  perdite	
  non	
  e'	
  simmetrica	
  intorno	
  al	
  valore	
  medio.	
  
Le	
  singole	
  collisioni	
  spostano	
  il	
  valore	
  medio	
  verso	
  alti	
  valori	
  di	
  E,	
  
mentre	
  la	
  maggior	
  parte	
  delle	
  perdite	
  e'	
  con	
  piccola	
  E,	
  cioe'	
  il	
  
valore	
  piu'	
  probabile	
  rimane	
  piccolo	
  
	
  
	
  

  For	
  thin	
  layers	
  or	
  low	
  density	
  materials:	
  
Few	
  collisions,	
  some	
  with	
  high	
  energy	
  transfer.	
  

⇒  Energy	
  loss	
  distributions	
  show	
  large	
  fluctuations	
  	
  
	
  	
  towards	
  high	
  losses	
  
⇒  Long	
  Landau	
  tails	
   e- 

δ electron 
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Delta	
  Rays	
  

Le	
  perdite	
  di	
  
energia	
  appaiono	
  
come	
  energia	
  
cinetica	
  degli	
  
elettroni	
  espulsi.	
  
I	
  delta	
  appaiono	
  
come	
  sottili	
  
“rami”	
  che	
  
dipartono	
  dal	
  
tronco	
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Delta	
  rays	
  can	
  make	
  
additional	
  secondary	
  
ionization	
  trails	
  that:	
  
-­‐may	
  escape	
  the	
  active	
  
volume,	
  so	
  their	
  energy	
  can	
  
not	
  be	
  collectedàpotential	
  
bias	
  to	
  energy	
  deposit	
  
-­‐confuse	
  the	
  main	
  track,	
  
making	
  difficult	
  the	
  
pattern	
  recognition,	
  that	
  
is	
  the	
  task	
  of	
  assigning	
  a	
  
energy	
  deposit	
  to	
  a	
  given	
  
track.	
  
That’s	
  why	
  we	
  hate	
  δ-­‐rays	
  



66

p	
   He	
  

C	
  
Pb	
  

Delta	
  rays	
  grow	
  quadratically	
  with	
  charge.	
  
They	
  worsen	
  the	
  capability	
  to	
  know	
  the	
  particle	
  trajectory,	
  
i.e.	
  position	
  resolution	
  and	
  therefore	
  	
  	
  


