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Esempio Classico: Urto centrale
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La cinematica fissa momento ed energia della stato finale

MV:MV’_l_me'Ue V':(l\/lv—meve)/l\/l
2 _ 2 2
Mu™ = Mv= + mevg Mv? = M[(Mv — meve)/M)? + mev?
W = W + mgvg/M — 2mevve + Mmevs 0 = meve/M — 2v 4 ve

Ve = 210/(1 4_ ),\,21, La perdita di energia della particella incidente e’

zxf%nc-—-(1/2>nuﬂ) —-<1/2>nu42v/<1-+-——o]2

AE; 1/2)me[2v/(1 2 M
e _ (1/2mel20/ A+ 5012 _  dmos
Eine (1/2)MU (m€+M)
Se m,<<M, E;,. = costante> la particella incidente prosegue indisturbata (0 =

Ap./p) (trascurando il rinculo del nucleo), mentre 1’e- riceve un kink a causa
dell’interazione elettrostatica. Facciamolo vedere nelle prossime slides
m?)



Sistema di laboratorio Sistema del centro di massa L'angOlO d| Scattering ne| CentrO d| massa

Prima dell'urto Prima dell'urto non ha limitazioni mentre gli angoli e nel
& =0 sistema di laboratorio subiscono
*— o .—"—"—.ﬁl = restrizioni a causa delle leggi di
‘ 1 Y m - ma . . . .
m 2 1 conservazione. Consideriamo il
. J—— _ m,. _ |diagramma dell'urto nel centro di massa:
dom = —i1 =73 Uz ==y = ~VoM u’ sin ¢
M tan#, = -

voa + ul cos P

M=m;+m L ‘ o .
B Poiché I'urto & elastico u’,=u, quindi,

dividendo per u, otteniamo:

sin ¢
tanf, = $—
LM Loeosd
u1
M5 S m
ma "1 =30 COM T
T UM m
quindi =
i Mo
: sin ¢
Da cui tan#, = —
L 4 cos P

"‘ 4 maz

® ovviamente dipende dai dettagli
dell'interazione e, in linea di principio puo

; , |assumere qualsiasi valore. 6, invece a
seconda del rapporto m,/m, pud o non puo
avere delle limitazioni. _

e



sin @
L oLeos D

Se m, <m,, cioé V., < u,, 8, non ha limitazioni, perche il denominatore della
frazione si pud annullare.

Se m, << m,, allora tan 6, = tan ® ovvero 0, ~ ® . |l secondo corpo risente
in questo caso molto poco dell'interazione. m, si comporta essenzialmente
come un centro di scattering fisso.

Se m, > m,, cioe V,, > u,, il denominatore non si puo annullare e 6, ha un valore
massimo 0., , che si trova facilmente derivando ed imponendo la derivata
uguale a zero

s ) . s . ) Mo
l+—cos P = () = tanfayrax = — = sinfpyraxy = —
m32 Iy = ms; mj

Se m,>>m, allora 0., = 0. Fisicamente cio significa che una particella leggera
non puo deviare significativamente una particella molto piu massiva.
Vi e poi il caso particolare m, = m,

sin @ sin ® P d
TilllH; S = = tan ; = H- — 7

EL = (O8 (I) ] + COS ‘I)

—
mz

L'angolo di scattering di laboratorio € la meta dell'angolo di scattering dal centro di
massa. Poiche il valore massimo di ® e’ di 180° allora se m; = m, I'angolo massimo

di scattering nel sistema di laboratorio non puo essere altro che di 90°
md



Vediamo ora cosa si puo dire su 0,. Dal diagramma per il moto nel

riferimento del centro di massa vediamo subito che:

u'y sin® = o'y sin H,
v'ycosly = voar — u'y cos @

Procedendo in modo analogo a prima si ricava: tan#, =

u'y sin @ sin @

UM
¥

voa — u'y cos P — cos P

-

Nel caso del secondo corpo la semplificazione € ora ancora piu banale perché

u’, = u, =V, per cui, dividendo per u,

sind d T ¢
tanf, = = ¢cot — == tanf, =tan | — — —
cos P 2 2 2

: - ¢
Se m; = m, = m, sappiamo gia’ che b = - =
. . . . . y (X: —
Infine presentiamo le espressioni di v’; e !
V', in funzione di v, e di @ !

T — P
—, H:
= 2 2
m
0+ 6, = —
2

1 ‘ 2 . 7 . N
L\?\/!’”'i +m5; + 2mymsy cos @

‘2 . o
2m g, sin 2
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Perdita di energia: cinematica
caso relativistico

m [ ocal interactions conserve total 4-momentum
m 1.c., total energy and total 3-momentum are conserved

n E n n
p”=2pﬁ‘=(;,p)4->E=ZEs P=) P,
s=1 s=1 g=]

m We know how to Lorentz transform it
p’u =2p;‘u =ZL’5p: =L’:jpv4 as usual

m Define the center-of-momentum frame in whichp=0
m It’s the frame in which the total 3-momentum is zero
m Or, the center of mass 1s at rest
m Often called center-of-mass frame as well



Perdita di energia: cinematica

L E , E'
2 =ZP5 =[_,Pj CoMframe::{> p= ( 0]
s=1 C

c
m There are two particularly useful quantities

m CoM energy E’
gy B

m Lorentz invariance p“p, =p"“p, ) —=——p
m E’1is the smallest possible £ . .

= Boost  of CoM frame relative to the lab. frame

m Lorentz transformation

=Dy _(VE' 7BE
&

J ) B-E y=2

E'



Perdita di energia:

cinematica

m Consider collision of particle 1 on particle 2 at rest
AN N

P = (El/capl)
m Total 4-momentum is p = (E,/c+m,c,p,)

m Total CoM energy

E?=p"p c* =(m>+m*)c* +2Em,c*
\p P, (m; >) ‘1\_2

*O

= (m:,_c, 0)

m Boost of CoM frame is

ﬂ_

my,v,

E/c+m c

my.c + m,c

w

Fixed-target collision

E’ grows slowly with E,

Approaches v,/c for large E,




Perdita di energia: cinematica
max trasferimento di energia
m Particle 1 hits particle 2 and get elastically scattered

, D o P e
‘ ol =o<¢' CoM,I:']> o> /AGD oP?
X O p, o’ Pl

m Cross section 1s calculated in CoM frame
= By treating it as a central-force problem

m Experiment is done in the laboratory frame

m We need to learn how to translate between the CoM
and the laboratory frames

It is more convenient to study the collision in the CM frame wrt the LAB frame
since everything is symmetric and the particle momenta dont change length but

only direction
=10



Perdita di energia: cinematica

y p3 ) p;.
‘ oL -o<¢' CoM > op; / © Op’2
X Op, ®) pf;
m Total momentum is p* = p{’ + p3 =(EI/C+ m,c,p,)
‘ Bz p — plc o
p0 El+mzc2 p™ = E/c

m Let’s get yas well
B2 /c? =(E,/c+myc) —p,” = mic* + mic* +2Em,

o 2 4 2 4 2
E, \/mlc +myc" +2Em,c

__ Eyap E, +myc’



Perdita di energia: cinematica

, P o Pig
P /ﬁi P, /<@ P,
e =o\ CoM—)> @ / 40
X op, O p;

= Now we can boost p; to CoM
pr —(El/C 2:,0,0) - pm —(E;/C,p;,0,0)
=) E=y(E-ppc) P=r(p-BE]c)
m p,’ 1s given by rotating p,” by ©
pl =(E/c,p,cos®, p;sin®,0) Since the collision is elastic
= Boost this back to get p,
E,=y(E +ppiccos®) p;=y(pcos®+BE]/c) p;=p|sin®
m Scattering angle in lab frame is Velocity of
ton G Py sin® sin® / 1 in CoM
. 7(cos®+BE/(plc)  7(cos®+B/p)

11




Perdita di energia: cinematica

, P o Pie
‘ .pl O<‘6 COMH> Opl / ® Op2
X op, @) p;

m What happens to the kinetic energy?
E =y’ [(l — 3% cos®)E, — B(1—cos @)plc]
m AtO@=0 E,=y’(1-B*)E,=E,  Makes sense
= With a little bit of work
Kinetic | — 12 =1- 2p(1+£/2)
energies |7 (1+ p)* +2p&,

(1-cos®) & =T, /mc’
p=m/m,

m Worstcaseis® =71

T) . 1— p)? This corresponds to the max
( 3)mm = ( ,0) energy transfer to the

= 2
Ti (l+p) +2,0£1 target AEmax = T1 -T

The min energy tranfer corresponds to cos ® = 1 where T; = T,
and therefore AE ;, = ©

3min

ml1?



Perdita di energia: cinematica

(L) _ (=p)’
L, (+p)’ +2p€

m Non-relativistic limit Ty <<omyc?, myc?
(T,)... (1_p)2 If ml1 << m2, almost no energy lost
3/min __ . . o .
= > in the collision, as if m2<<ml, max
I (1+p) loss for ml= m2, ie T, . = ©

. . . . 2 2
m Ultra-relativistic limit Ty >> myc, myc

(];)min — (1_10)2 — (m2 _’nl)zc2
L 20§  2mf,

(T4) i 18 Independent of T,

ml3



Perdita di energia: cinematica

We are interested to energy transferred to the target

The energy lost by the projectile is transferred to the target (initially at
rest)

The max energy of the target after the collision is

Tmaxtarget = T1 - Tlmin = Tl(l - Tlmin/Tl)
Making the substitution T, = m;c?(y- 1), with very little algebra we get

T iniarger =0 for cos®=1,0=0 where m; > me m, > M
2
2
Tmaxtarget = m(z/g)/) for cos® = —1,® =JU
[1 + (m) + 2ym}
M M
e.g. protons on electrons ™50 e yﬁm — 0
p 2
= T ~2m(By) =2m| Lo
maxtarget (ﬁy) (M)

nl14



Elastic scattering

e Conservation of momentum alone dictates some
features of projectile-target elastic
scattering
- Target mass >> incoming energy implies momentum

transfer but nearly no energy transfer to target;
incoming particle can scatter at large angles

- Target mass << incoming energy implies potentially

large energy transfer to target, but little change
in direction of incoming particle

e As a result, scattering off electrons and off
nuclei have very different characteristics

15



Collisions of charged particles

In a medium a particle with mass >> of e-
collides on:

" Nuclei 2 small energy transferred to the
hucleus, but significative scattering angle.

» Atomic Electrons =2 incident particle

loses energy on electrons, but get
negligible deviation.

n16



Collision1i fra particelle
cariche.

e Quando una particella attraversa un
mezzo continuo siamo interessatl a
conoscere:

- quanta E deposita
- che deviazione subisce

e Tratteremo 1 due processi 1n maniera

indipendente (anche se perdite di

energlia e deviazione NON sono 1n
realta' indipendenti)

nl7



Perdite di energia:
Ionizzazione

Dei due processi elettromagnetici, le collisioni inelastiche con gli e-
atomici sono praticamente le sole responsabili delle perdite continue
di energia di particelle pesanti nella materia.

In queste collisioni (o = 10 - 10°'® m?), la particella proiettile
cede E all’atomo.

Le perdite nelle singole collisioni sono piccole, ma il # e’ grande
per unita’ di lunghezza—> effetto cumulativo osservabile anche nel
caso di spessori sottili (e.g. Un p di 10 MeV perde tutta la sua
energia in 0.25 mm di Cu).

Le perdite per ionizzazione comprendono:

e Collisioni soft <—> Eccitazione di stati atomici o ionici, AE< E

e Collisioni hard €<—>Ionizzazione di atoni o ioni, AE> E
se E>>E, - e~ energetici, raggi o

ionizz

ionizz

ionizz

lo scattering elastico su nucleo avviene frequentemente ma le perdite
di energia sono trascurabili se la massa del bersaglio e’ << di quella
del proiettile.



Energy loss

La perdita totale di energia per una particella che
attraversa un mezzo e’

N dove N e’ il numero di
e ,
_AE = E E collisioni e OE;, e’ 1la
0 L perdita di energia nello
i=1 i’esimo urto

I1 processo di perdita e’ stocastico: il numero di urti e
la perdita di energia in ciascun urto non sono note a
priori. Cioe’ facendo attraversare ad N particelle lo
stesso spessore di materiale in generale la perdita di
energia sara’ differente in ciascun evento, poiche’ il #
di urti e’ diverso per ogni particella e in ciascun urto
la particella perde energie diverse.

Tuttavia, se N e’ grande, e’ possibile calcolare 1la
perdita MEDIA di energia e la sua deviazione standanrd
(“fluttuazioni®)

m]l



e we want to know the energy lost by
a particle when crossing a medium:

- correct approach: get diff cross

section as a function of E 949,

de

- calculate the average energy loss

~dE = nZds (" g‘;—(’dg
€cut E

- This is the Bethe-Bloch approach

- We can get most of results from a
classical calculation of energy loss
in a medium



Energy loss - classical
approach

La trattazione rigorosa richiede 1’uso della meccanica
quantistica ma e’ possibile ottenere le caratteristiche
principali con una trattazione semiclassica

Useremo 1'approssimazione M proiettile >> M bersaglio,
cosi' che nell'interazione il proiettile (veloce) non viene
deviato (in maniera apprezzabile) e prosegue indisturbato.

Quello che vogliamo fare e’ ottenere la perdita di energia

per unita’ di lunghezza percorsa (“perdita specifica”) in
un mezzo dE/dx

m2



lonizzaziope: caso non relativistico

Ze, m ) X

L’origine delle coordinate
e’ nel punto di max
avvicinamento fra M ed m, 1la

La particella di massa M e carica
Ze arriva da -« lungo 1’asse x.

. 762 cui distanza e’ detta
La forza e’ F = 7 2&} €, M, parametro di impatto b
TEOT 5 .
L’ impulso trasferito g’ quindi (scompongo in T_@dell(;nﬁfra21i?e.ll
comp norm e par alla linea di volo) yv - quap O ia par }cg a
transita nell’origine
. +oo +oco +oo
t:/ th:/ det—l—/ Fldt dt = dx /v
—00 —00 —00
. Ze? cosOdx . _, sinfdx .
= [( 5———)uz + ( 5———)uy]
4meg J—oco T —00

Elimino r: b=rsin6-> r=b/sin 6
X=rcosf = x= bcosa/sinf > dx=-bd0 /sin?0

5 = Ze? [/7T cosfsin?0 —bdb - /7T —b dHSin39u_,] I1 primo integrale
= . T :
Are, JO b2 vsin2 0 0 sin20v b2 Y e’ zero per
simmetria
Ze? @ Ze?
P = ——— / Sinede’u,—)y] = —U_)y E’ 1’impulso trasferito dalla
Amesbv JO 2meobv particella incidente all’e-

m?)?)



Another way to get p;.

Consider heavy particle, mass M, charge ze, velocity v.
Atomic electron at distance b from particle trajectorv:

_____________________________

N e cc s s s ———————————

Impulse transferred to the electron:

p=[Fdi=e[E di=efE “dx-e[E,

by symmetry only the component 1 to line of flight contributes

2ze

Gauss Law: fE'dA=81 fELZerdX—ngE dx_4m90b
0

2ze’
:pt= 23

e, by



Ionizzazione: caso non relativistico

\'

A 4
v

Ze, m

L’ energia cinetica trasferita
ad un singolo e- da una singola
particella incidente e’ quindi

p2 B 2264 y
2Me o 8772631921)27716

AFEq, =

Se abbiamo una densita’ di volume di e~ N,, allora 1l’energia
trasferita per unita’ di volume e’
U e NARE. — NeZ2e* ( e*Ne | 72
an e Cm_877263b2v2m6_ 8m2e2me’ b2v?2

L’energia trasferita dipende dal parametro d’impatto b, dalla
velocita’ e dalla carica della particella incidente

NB: questa e' l'energia trasferita all'elettrone (positiva),
che corrisponde a quella persa dalla particella incidente
(negativa): Ee,fin = AE, Efin,M=Einc,M_AE

m04



Tonizzazione: caso non relativistico

Nel percorrere un tratto dx, particella

cede energia a tutti gli e- con dx
parametro di impatto fra b e b+db,
contenuti nel volume dV=2m bdbdx quindi t db

-dE= U, x dV = U, X 2r bdbdx
Ze, m \J\ f?!f J//

Upin = (
-—%?2-—-2ﬂlﬂnnbdb o 8ﬂ2 sz b2 2
T

La perdita totale media di energia si ottiene integrando
sui parametri d’impatto (NB: b non e’ un osservabile).

Si potrebbe pensare che b,;,=0 e b, =+», ma ci sono argomenti che suggeriscono

che non sia cosi’

bdb

dE /bmax 64Ne 72
_ = T

dx brnin 8m2e2me” b2v?
Argomenti: b>Apeproeries 1-€. principo di indeterminazione,

b<w a causa dello screening della carica
m)S5



Ionizzazione: caso non relativistico

Quindi occorre stabilire valori finiti degli estremi con qualche
argomento fisico

dx
dFE bmaz 4N 72 db
——=/ or(—S ¢ N2 pap :
dx brnin 8W2€gme b292 v I b
or— >
Ze, m
dE e*NeZ?2 _ bmax
—— = ( )In
dx Ae2mev?” byin

La dipendenza log viene dal fatto che p o b2, ma dN o N,bdb, quindi per
piccoli b, p e grande ma dN e’ piccolo e viceversa. Dato che la dipendenza da
b (inosservabile) e’ solo log, non e’ necessario conoscere con grande
precisione il loro rapporto



Ionizzazione: caso non relativistico

2b
VvV < > s
Ze, m~__ X
dE ( e* N Z2 Y brnaz b
- = n
dx Ae2mev?’  byn r
e, m,
Yy

I1 limite superiore b,, puo’ essere ottenuto considerando il limite superiore
alla durata dell’interazione, oltre il quale 1’e- non puo’ piu’ essere
considerato in quiete, cioe’ quando la durata dell’interazione t e’ dello
stesso ordine del periodo orbitale dell’e-.

La durata dell’interazione puo’ essere calcolata nel seguente modo:

La forza elettrostatica alla distanza di max avvicinamento e’ 27
- A7e b2
Se la durata dell’inter'aziQOne e’ T, allora Ap ~ F(b)T
confrontando con Ap = Ze si vede che e’ ‘“come se” 1’interazione durasse
2mepbv T =2b/V

Cosi’ t ..~ 1/v, =2 2b,., /v ~ 2n/w,2 b, .=7 V/0,

Per durate maggiori, 1’interazione e’ adiabatica—>non c’e’ trasferimento netto
di energia
g m?)7



Ionizzazione: caso non relativistico

2b
L, < > >
Ze, ) ¢
dE 64NGZQ bma,aj b
—— = (5 ——)n r
dx 4dmesSmev brmin e m
w

Per il limite inferiore b, ;, ci sono due possibilita’ a seconda che sia valido
un approccio classico o quantistico.

Classicamente, b e’minimo quando e’ max il trasferimento di energia, che, come
si e’ visto, e’, per urti centrali:

AEip. = (1/2)mev? ~ (1/2)me(20v)? = 2mev?

La distanza di minimo avvicinamento e’ quella per cui 1’energia potenziale
elettrostatica di interazione e’ uguale alla energia cinetica trasferita:

2 2
e/ 2 e/




Ionizzazione: caso non relativistico

2b
L, < > >
Ze, ) ¢
dE €4NGZQ bma,aj b
—— = (5 ——)n r
dx 4dmesSmev brmin e m
w

L’altra possibilita’ viene dal fatto che dovremmo usare la meccanica
quantistica per descrivere le interazioni a piccole distanze.

La max velocita’ dell’e e’ v,= 2v per cui la variazione di impulso e’
Ap = 2m,v e quindi dal principio di indeterminazione Ax = h/2m,v -
b,in = h/2m.v

Se b,;, €’ quello quantistico, dovremmo calcolare propriamente dE/dx con
la meccanica quantistica. Fatto salvo questo, b, ci dice il minimo
valore per il quale i calcoli fatti fanno senso

Bisogna avere un criterio per la scelta di b,



Ionizzazione: caso non relativistico

Il criterio di scelta e’ quello di prendere il piu’ grande b, fra
quello classico e quello quantistico per il problema in questione

bimin(QU) N h 8meomev? _ Amheou

bin(CL) — 2mev €27 e27
e 1
Ponendo o = ~ Si ottiene
Arceoh 137
bwwnUQU) 137 v

= ()0 ()

Q
]

bmin (CL)

Se v/c < Z/137 - a<l > limite classico
Se v/c > Z/137 - a>1 > limite quantistico

Per particelle con v/c = 0.01Z, occorre usare il limite QU, ma ci sono
casi in cui si puo’ applicare il caso classico, p. es. nel caso di
nubi di H caldo nella galassia



Ionizzazione: caso non relativistico

Assumendo che si applichi il limite quantistico si ha

dFE e4NeZ2 27Tme’02
_82 in =T
dx 47Te§mev2 hwo

La frequenza puo’ essere espressa come potenziale di ionizzazione I:
L’energia dello stato fondamentale (in un modello naive alla Bohr) e’
E=(1/2) hw,, che e’ anche 1’energia minima per liberare 1’e- 2hw, = 2I

_d_E = ( e4NeZ2 )lnwmevz
dx

Ae2mev? I

Tenendo conto che in un atomo ci sono Z elettroni, I e’ in realta’ una
media pesata sui vari livelli di E degli e- che possono essere espulsi
dall’atomo (difficile da calcolare eccetto che per gli atomi piu'
semplici e va trovata empiricamente):f] —s J =/2 per convenzione -

dE e*NeZ? . 2mev? dE e*N.Z? | E
= = Nin=/= —> — ( “= i ’f;‘“’f

iz = Gmma? T T

Ae2men



Ionizzazione: spettro degli e-

Gli elettroni di rinculo hanno una distribuzione di energia
caratteristica. Puo’ essere facilmente calcolata

I1 # di e~ con b fra b e b+db e’dN=2nN_bdbdx

- devo esprimere b in funzione di E
s e*z? 1k
cin = (87r2 2m ’1}2)[)2 Y3

2kdb b3dE
Quindi dF = —u————[:::$> db = —
b3 2k
_ b*dE
dN = 27 Nebdbdr ——> gN = —27N.dx
2k
k ~dE k
dN = —wNeda:'(p)Q . dN = _WNeﬁdde
N N o4 72 ) 1 g E’ il # di e- emessi con E fra E ed E
= -7 CBE}FQGng 2’ 2 L + dE nel tratto di lunghezza dx
AN 4 72 1 Lo spettro degli e- emessi
n(E) = ————— = wNe( 5 5 2) 5 segue una legge di potenza E-?
dEdx 8meesmev< B [A(E)]=[E L]

Con I <E<E,,

Gli elettroni emessi con E = E _, vengono detti raggi 6%2
| ]



lonizzazione: caso non relativistico

La perdita media di energia per unita’ di lunghezza si ottiene da

dE Emaac dE €4N622 Ema,x
< — >= _En(F)dE — = [ —
(E) > ( )in—"

dx Ein=I de 4ﬂfgn%m2

Questa e’ la formula classica, in cui ci sono le dipendenze corrette
dalle variabili e costanti fondamentali:
% la perdita specifica non dipende dalla massa della particella
incidente,

< dipende dalla m! della particella bersaglio —> perdite per

ionizzazione trascurabili per interazione di ionizzazione con
particelle pesanti (i.e. su nuclei),

% dipende da v? della particella incidente > particelle “lente”
perdono piu’ energia



lonizzazione: caso relativistico

L’estensione al caso relativistico e’ semplice.

In questo caso, il campo della
particella incidente che viene

misurato alla posizione dell’e- e’ un
campo relativistico, ma se ci
mettiamo nel riferimento in cui 1la
particella incidente e’ quiete, il
campo e’ quello elettrostatico di
Coulomb—> facciamo una trasformazione
di Lorentz dal riferimento del
“laboratorio” S, in cui 1l'e- e’ in
quiete, a quello di quiete della
particella incidente, S’

Z
E! = 2 cost

dmeor

Z A 12

.
/QSan

In S°, il campo della w

particella incidente

- e/
sull'elettrone e' E =
dmeor
cosf = —a' /v’
sing = z’/'r’
/ eZ
E, = — —3
) ameor’
e 2z
E, = =
Ame,r'3

t=t'=0, quando O=0’

v



lonizzazione: caso relativistico

In S°, 1’e- ha coordinate (-vt’,0,b,t’) > ,/ = \/b2—|—(fut’)2

I tempi misurati in S' e da un osservatore in S sono connessi dalla
trasformazione

t/=='7(t-—3§§) Ma in S, le coordinate dell’e- sono (@,O,b,t)t/::,yt
C

r = \/b2 + (vyt)? o e ~yut

T 2
e' la distanza in S' tra M - 4meo [b2 4 (vyt)2]3/
ed 1'e- espressa in funzione 5 e/ b

delle coordinate in S z 4ﬂf0[b2-+-(vq¢)2]3/2

In questo modo abbiamo espresso 1
campi in S’ in funzione delle

r’ v coordinate misurate in S, ma

o , questi NON sono 1 campi in S.

Ze, M \\ X per trovarli dobbiamo trasformare

0 O’ « i campi da S’ ad S

v

v
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lonizzazione: caso relativistico

Per ottenere i campi in S, dobbiamo fare le trasformazioni da S’ ad S,
cioe’ dobbiamo trovare i campi misurati in un rif in moto con velocita’
-v lungo x’

I campi trasformano come le componenti del tensore doppio di Maxwell

0 E: Ey E; ¥y —y8 0 0
[ —E; O B, —By A —yB8 v 0O
HY ~Ey —B: 0 By a 0 0 10
—-E, By —Bzy O 0 O 01
Fl, = NSNS Fop
Z a Z’ A E_’|/| — E_]| é|/| — B_]|
e,m, =
’ v ‘ 131_::'7(13L'+'—§'X:l3L)
b >
Ze, AN\ ‘ X B\ =~y(E, -9xB)])
O O’ X
Queste sono le trasformazioni standard che danno i campi in S’, noti
quelli in S
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lonizzazione: caso relativistico

A noi servono le trasf inverse, che si ottengono semplicemente
scambiando gli apici e trasformando v in -v

Bi=f Bi—n(+oxd)  neE0>
— FE :E/ FE. = E’ E, = E/ =0
R = = - v — xZ CC/ V4 f)/ z Y fy Yy
v Ameo [b2 4 (vyt)2]3/2
B, =B,=0 B _ ¢Z b
= . ? Areo [b2 + (vyt)2]3/2
Bz=—('y—2><Ej_ z = fnyEZfJZO
v ~ e/ ~ybv v
By = — X E\ )y = — By = —-=5Fk
Y (v 2 1y Areoc? [b2 + (vyt)2]3/2 Y 27

Questi sono i campi dovuti ad una particella in moto,

Z4 ' A . .. . . .
yA misurati in una posizione fissa nello spazio
Nel limite v—>c, Ez = -cBy, indistinguibile da quello
&M, di un’onda polarizzata linearmente che si propaga
] r’ V lungo x
Ze, \6 = >X,
0 o’ x



lonizzazione: caso relativistico

ez b _ eZ Yyt
~ ameo 12+ (vy1)2]3/ deo 02 + ()]

Z x—

Alla distanza di max avvicinamento a t=0,
E,=YE,(NR), ma la durata dell’interazione 2b/v
in S' e’ contratta di un fattore y
(contrazione di Lorentz per b lungo x) in S

= A EX
““— At~ 2bhv — «— At~ 2blyv

Alla distanza di max
avvicinamento a t=0, E =0

Y>>




lonizzazione: caso relativistico

Ora si procede esattamente come nel caso non rel. p trasferito e’

Fr = / Fdt = / Fdt+ / Fldt = / Fodi+ / Fldt
—00 —00 —00 —00 —00

Come prima la comp. || da contributo nullo perche’ dispari in t
+00 e2 Z~bdt
5 = e ELdt) i — / i
€22~ dt e2 Z~b

/-I-oo Y (/-i-oo dt Y
Pt = Ameo J—o0o [b2 4 (vyt)2]3/2 b = Atey J—o0 b3[1—|-(v’yt/b)2]3/2 ?

Pongo x = yvt/b =2 dx = (yv/b)dt - dt = (b/yv)dx

e?Z~ , [too (b/yv)dx . e2Z 00 dx .
= > / 373) Uz = 2(/ 372) Uz
47enb o [1+4+ 22]3/ dmeobv /0 [1 4 22]3/
e2Z .
_ 1.4,
2meobv

L'impulso trasferito e' 1 alla traiettoria di volo
m30



lonizzazione: caso relativistico

e27 Il risultato e’ esattamente lo stesso del caso non
Pt — Dreobu relativistico, dato che E, = yE, ma t = t/y e p=F(b)t
. dE €4N€ZQ bmagj
Procedo come prima e ottengo ——— = 5 2)l
dx Amesmev brmin
Nel caso relativistico t,,,=2b,../YV
“osi’ ...~ 1/v, 2 2b,../yVv ~ 2n/w,”> b, =nvy/w, = yb,.,(NR) = mhvy/2I
Per b,;,, dal principio di indeterminazione di Heisenberg, si ha

Ax = h/Ap = h/yAp (NR)=> b_;. = b_; . (NR)/y

Quindi b, _. /b, = y? 2mv?/I
dFE e4NeZ2 272mev2
—— = )in
dx Ame2mev? I



Bethe-Bloch

I1 calcolo corretto e’ quello quantistico, che non faremo (ma per
i soliti entusiasti e' disponibile, se lo chiedete).
I1 risultato ottenuto da Bethe e Bloch e’

dE z264ﬁﬁ3

272nuﬂJ

2

de 47Tegmev

La relazione corretta e’ molto
simile a quella ricavata, con
solo un termine di ordine 0(1)
che non c'e' in quella
“classica”. Compare quando si
tiene conto dello spin
dell'elettrone: la sez d'urto non
e' quella di Rutherford ma quella
di Mott

do/dQ = (do/dQ):(1-p2sin2(6/2))

Valida per particelle non
troppo relativistiche in
mezzi non troppo densi

Slin

I

02

c2

]

T T I 1 T 1 I T T lIIllll|llllllllllllllllllllllll

— dE/dx MeV g 1em?)
w

g
=

n

1.0

10 100

Py =p/Mc

1000

A1

10000



lonizzazione: Bethe Bloch

T

dE 2264 N, 27 2 mev? v2 8 :
dr 47re%mev2 [in( I ) 02] [E/Cm] E
Eliminiamo la densita’ di elettroni. La &
densita’ di numero di atomi del mezzo
e, n = p/mmezzo
La massa m,,,,, Si ottiene dalla
relazione m,.,, = M ,;/Ny, = A/Ny, M =
massa molare (Kg/mol) = A kg/mol -
r]mezzo = pNA/A)
I1 numero atomico e’ Z quindi ci sono
N, = Zng,= pN,(Z/A) elettroni

e

dE _ N,e'7’ gp{ln[zmec ; Vz}_/gﬂ}

dx 4memy’ A I

)
I

H, liquid

—n
-—

— dE./dx MeV g lcm
(oS
I

]_ | IIIIIII| | IIIIIIII | IIIIIII| | IIIIIII| L 1 11111l

La perdita dE non dipende SOLO dallo ! 1.0 10~ 100 1000 10000
By=p/Mc

dallo spessore, ma dal prodotto pdx Per cui dE/dX NON dipende

(gcm=2). Posto quindi X = px si ha dalla densita’ del mezzo ed

e’ “universale”. Le
differenze osservate sono
:L-ﬁz} [E/(g/cm2)] legate al potenziale di
ionizzazione I, che varia da
elemento ad elemento

dE  N,'7’ 4 In 2m,c’ By’
dX 4memy’ A I

u42



Material thickness

Thickness of material (x) is usually measured
in gm/cm?
Related to distance (y) traversed via density:

X=YP

Used because relevant issue in determining
interaction 1n matter 1s how many scattering
centres are traversed

Benchmark values for traversing 1 cm of
material:

- Lead: X = 11.4 gm/cm?
- Iron: X = 7.9 gm/cm?

- Water: X = 1.0 gm/cm?

- Liquid H, x = 0.07 gm/cm?
- Air: X ~ 0.001 gm/cm?

43



lonizzazione: Bethe-Bloch

L Non dipende dalla massa della
5 5 5.5 particella incidente
dE 27 2meccy< : :
— K [1n( € )__52] U Dipende dal quadrato della carica

d¢ 324 I della particella incidente
]_0 E I \\ ||||||
=— b

8 E- 3

Misurando y = E/Mc? — ik 1

e contemporaneamente < B H, liquid I
dE/dE si misura z S E- IE

4 - 1

A bassa energia oc [3-2 3 it

Ad alta energia oc 1ny?

N

—dF/dx MeV g}

Minimo a Py = 2-3, I
Cor‘rispondente a E zMC2, Oltr‘e 1 1 1 llIll|| 1 lIllll| 1 1 lIllIlI 1 1 Illllll 1 11 11111
questo limite la particella e’ 0. ' . i 1000 10000

c e 4 By = p/Mc
relativistica

(Minimum Ionizing Particle=MIP):

A A



Relativistic rise for gy >4

Important at high energies. BB over-estimates the energy loss at high

momentum of the incident particle.

High energy particle: transversal electric field increases

due to Lorentz transform; Ey => yEy. Thus interaction cross section increases ...

. fast moving
particle A particle
atrest 7
€ > . S
: Y gross
y=1Y

Experimental curve increases less
rapidly than 1ln y?

But rather as ~ln yand then it reaches
a plateau, named “Fermi plateau”

4.0

Tonization EV\QV‘&jlj Loss
ve. electvron enerqy.

Electvown
5 o8 Eher%;j (Me\l)

A ™



effetto densita’

High energy particle: transversal electric field increases

due to Lorentz transform; Ey = yEy. Thus interaction cross section increases ...

A
particle A
at rest
€ >
y=1Y A 4

per part relativistiche, la dE/dX
tende al cosidetto plateau di Fermi,
mentre la BB prevede che dE/dX cresca

Per part incidenti ad alta E viene
meno una delle ipotesi (sottintese)
fatte per la BB, cioe' che fosse
possibile calcolare 1l'effetto dei
campi elm della part incidente su
ciascun e- di ciascun atomo e quindi
sommare in modo incoerente le E
cedute a tutti gli e-di tutti gli

< b < b,

atomi per i quali b,;,

fast moving
particle

..

Y gross

4.0

2.0 4

1.0 4

L

Tonization Emewcyj Loss

vo. electron eV\eV‘(ﬂj.

Electrown

3 0" 0° 106 Evergy (Mev)

mAG



Effetto densita’

Ora b, =nvy/m, >> R
v>>1

Percio' in un mezzo denso ci saranno
molti atomi interposti fra la part
incidente e 1'atomo preso in
considerazione, per b ~ bmax

specie quando

atomo?

Questi atomi, perturbati dai campi w0l
della part incidente, produrranno
campi perturbanti nella posizione
occupata dall'atomo, modificando 1la 50
risposta ai campi della part veloce

In altre parole, nei mezzi densi la
polarizzazione dielettrica del =1
materiale altera i campi della
particella veloce rispetto al valore L
che avrebbero nello spazio vuoto ai " Forimation Ensran,bois,
valori caratteristici dei campi

macroscopici entro un dielettrico Electron

,‘ 0 1ot 02 oY 5 06 vaercaxd (Mev)




Effetto densita’

e Nel calcolo delle energia trasferite K
negli urti lontani (b>>R,.,,,) occorre \
tenere cont di tali modificazioni,
dovute alla polarizzazione del mezzo: =
negli urti stretti (b<<R,i,.) 1la
particella interagisce soltanto con
atomo alla volta e si puo' usare =1
1'approssimazione di e- liberi, senza
polarizzazione

e Per urti lontani assumiamo che i campi eI,
nel mezzo si possano calcolare
nell 'approx del continuo, nella quale e Eoeragioe

le proprieta’ dielettriche si possono
descrivere mediante una costante

dielettrica &(w) NB: la polarizzazione

e Calcolo complicato (gli entusiasti dei si oppone al campo
conti lo possono trovare in perturbante, cioe’ lo
"Elettrodinamica classica", Jackson, diminuisce
2° edition, cap. 13)

A0



Correzionli di densita’

4.0

Fermi ha calcolato le perdite di energia
dovute a urti lontani per particelle

ultrarelativistiche (p = 1)

(ze )2 2 1n(L123¢,

C aw

3.0t

dE
(E)l»a =

P

con w, = (4nNZe?/m)?/2 frequenza di plasma
elettronico e a=raggio atomico

]

senza le correzioni di densita' si avrebbe

Tonization EV\ew:J\j Loss
ve. electron enerqy.

dE.  (ze)w. 1. 123yc,

Electvron
o Eherca\ﬂ (Mev)

dX C

U La perdita di energia non dipende piu' dai dettagli della struttura
atomica attraverso <w> = 2<I>/h, ma solo dalla densita' di

elettroni.
(J Nel limite ultrarelativistico diventa costante.

(J Due materiali con strutture atomiche molto diverse avranno la
stessa perdita di energia per particelle ultrarelativistiche se le

loro densita' sono tali che la densita' di elettroni e' la stessa.
AN

(—)pa = 2 In( a<w> L S S S




Correzionli di densita’

Per mantenere la forma della bethe bloch, calcolata senza 1’effetto
di schermo, ed eliminare il raggio atomico a, si parametrizza
1’effetto della polarizzazione con un parametro 0 che e’ pari alla
differenza tra la perdita di energia calcolata con effetto di
polarizzazione e quello che si ha senza la polarizzazione

0/2 = (dE/dX),0; - (dE/dX) .01 €OSi’ che nel limite di alte energie

0/2 = In(hw/I)+1In By —1/2 NB: la forma di 6 €’ complicata. Solo nel
B=1 limite asintotico di fy >> 1 assume questa

E La perdita di energia diventa forma semplice. _
Nella pratica si usano formule parametriche
dE Z 1 [, 2me*p*y’
-"—=@&A— lnmcﬁy

(},) con costanti che dipendono dal materiale (es.
dbx A B’ I 2

-7 -—"*| formula di Sternheimer)

Con queste correzioni si vede subito che ad alti Py dE/dX cresce
come ln(By/hw,) piuttosto che come 1n((fy)*/I) (ie risalita
relativitica) - Dato che w, dipende da N2, materiali con la
stessa densita’ di e- hanno la stessa perdita indipendentemente dal
potenziale di ionizzazione.

Dato che Ne = pN,(Z/A), la risalita e’ piu’ rapida per materiali
meno densi, p. es. gas rispetto a liquidi e solidi e da cui il nome

“effetto densita’”
N



Bethe Bloch: effetto densita’

10
_dE _ Kzzgl lnzmczﬁzyz_/jz 5(7)] 8

o AR I 2

6

[y |
I-

La salita relativistica satura
crescendo y - plateau di Fermi.

Piu denso e il mezzo tanto prima
si raggiunge il plateau di Fermi
- la salita relativistica e piu
importante nei gas che nei
liquidi e nei solidi.

e

—dl- Zdx (MeV g~ lem?)

Funziona fino al % per particelle cL
fino al nucleo di a per B 0.1 - 0.1 1.0 10 100 1000 10000
1.0. Per basse velocita (p~0.05) by = piMe

non & piu valida in quanto non "'”dl"'”ﬂo"““ﬂ)"““%o"“jﬁm
sono piu valide molte delle Muon momentum (GeV/d)
assunzioni di Bethe Block (ie non SPTTI T R youd sl
posso piu' trascurare 1l'energia 0.1 1O 10 1001000

. ] Pion momentum (GeVie)
di legame degli e-).

I 1 lllllul 1 llllllll 1 llllllll 1 lllllul L L LLLULL

0.1 1.0 10 100 . 1000 10000
Proton momenturmn (GeV/e)

s 51



Bethe Bloch:

effetto densita’-formule
pratiche

Nella pratica O viene tabulato in funzione di Py per differenti
materiali

Al plateau di Fermi,
(dE/dX)
(dE/dX)

4.01

3.04

10

Tonization FEner

plateau

plateau

ve. electron

10

2 n2 2
dE ,Z 1 2mc” By )
- = pK* 5 — |In - B -
dbx A B’ I
= 1.05-1.1 (dE/dX)u;p per i solidi
1.5-1.1 (dE/dX)y;p per i gas
0 X < Xo
5,7 § =1 4.0652X +C+a(X7 — X)™) Xo< X < X
&
4.0652X + C X > X

Table 2.1. Constants for the density effect correction X o 1n(ﬁY)
Material I [eV] =C a m X Xo
Graphite
density = 2 78 2.99 0.2024 3.00 2.486 —-0.0351
Mg 156 4.53 0.0816 3.62 3.07 - 0.1499
Cu 322 4.42 0.1434 2.90 3.28 -0.0254
Al 166 4.24 0.0802 3.63 3.01 0.1708
Fe 286 4.29 0.1468 2.96 3.15 —-0.0012
Au 790 5.57 0.0976 3.11 3.70 0.2021
Pb 823 6.20 0.0936 3.16 3.81 0.3776
Si 173 4.44 0.1492 3.25 2.87 0.2014
Nal 452 6.06 0.1252 3.04 3.59 0.1203
N, 82 10.5 0.1534 3.21 4.13 1.738
0, 95 10.7 0.1178 3.29 4.32 1.754
H,0 75 3.50 0.0911 3.48 2.80 0.2400

94 Loss Iucite 74 3.30 0.1143 3.38 2.67 0.1824

enerqy. Air 85.7 10.6 0.1091 3.40 4.28 1.742

BGO 534 5.74 0.0957 3.08 3.78 0.0456
Plastic
Scint. 64.7 3.20 0.1610 3.24 2.49 0.1464

5

Electrown
o Ev\ercﬁ (Mev)

N

()
2



Bethe Bloch Formula

Bethe-Bloch law for “stopping power?”:
NB: it has a slightly different but equivalent form

2..2n2
_%§=4ﬂ%ﬁM£%%gl llszﬁi;ag—ﬁﬁfj

- AB[2 N 2

N
Where: \constant 4nN,r 2m,c? = 0.31 MeV g1 cm?
» X=px,wherep is the density of the absorber material

» N,= Avagadro no.

Units: MeV g1 cm?

1 e’
e 1, = >
4me, m,c

= classical electron radius = 2.82x10°13 cm

z = charge of incident particle in units of e
» Z, A = atomic no. and atomic weight of the absorber
T

# T, = maximum kinetic energy which can be imparted to a
free electron in a single collision. For heavy particles
(m>>m.), T, = 2m,c?p?y?

X
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Quantum Approach

As a particle goes through matter it suffers many “soft” or “glancing”
collisions.

In each collision the particle loses energy € = E’ - E and changes
direction slightly

(E.p)

we want to know the energy lost by a particle

— correct approach: get diff cross section as a function of ¢, d—Gdg

de
— calculate the average energy loss when crossing a layer dx of

material with number density n and atomic number Z

~dE = nzdx [ ¢2% de
fmin (€
Where ¢, is the max energy that can be transferred in a single collision and
€qin IS the minimum energy, fixed by the ionization/excitation energy of the atom
| (~5-100 eV)
uS4



Classical EM Scattering —
Impact parameter, b

» Consider small angle scattering:
— Force F(b) = (ze)e/b?

— Assume force acts Y g
fort = 2b/v - %

 Momentum change
OM . ze
Ap; ~ F(b)t = 2ze?/bv = 2za/bv ‘
(fine structure constant: a. = e?/4meyh’C)
— Scattering angle, 6 ~ Ap, Ip = 2za/pbv
— In terms of K.E. of incoming particle, T

0 ~ (za/b)/T

mEF Fiandeint o



Classical EM Scattering —
Cross-section

» Have just “derived” the relationship
between impact parameter and scattering

angle.

* In practice can’t measure impact
parameter — so we need to find the
relationship between the scattering
probability and the scattering angle.



Scattering Probability vs. Scattering Angle

« All areas equally likely to be hit.
dP = do ( dP = prob of scattering)

« Every particle with a impact parameter b will have the same
scattering angle therefore do = b db d¢

. Use do=9Y40 and  dQ=SinfdOdg

dQ
« Want to get do(6)/d<2 ....

do_ b db
dQ Sinﬁ(d@)
b~ 2zo/6pv , Sinb ~ 06
db/d6 = za/62%pv

Which gives the Rutherford scattering for small angles
2

do_(za\ 1
dQ \ T | g*

mE Fiandvr1a1 ey



Approximate,
Non-Relativistic Model

« Energy transferred to target:
AE = (Ap)?/IM ~ Z20i?/b?v?

* Integrating over impact parameter will add a constant,
but not change dependence on z,a,v. So for a single
scatter:

AE ~ Z202/v?

L)



Scattering — approx. model

* Almost all energy loss will be to electrons
(me << mN )

 Number of electrons that a projectile
passes per unit length ~ p,..= ZP4t0ms

° patoms= pmass/A , SO peIeC= VA pmass/A

* S0, energy loss per unit length:



Kinematics of energy loss via scattering

e TP
» NB. Not necessarily elastic et
Energy loss e=E-E’
« Substitute for E’ and p’: p=(E-ep-m?}
E'=E-¢
2Ee ¢
=pll-—F5F+
p- P
— (Taylor expansion in terms p —Ee &M’
of ¢/E to 2" order, valid for TS
small ¢/E )

mEF Fiandeint N



Energy Loss via Scattering

« Use -g?2=2M2-2EE’+2pp’Cos6 and our
approximation for p’

« For small angles, Cos6 ~ 1 — 2 62
2
* Hence, for small 6, ¢/E: —q2 = p292 + ‘c‘/ 2
(By)
At finite angles, the first term dominates. The

second term defines a minimum g2 for a given
energy loss e.



Towards a Model of

Energy Loss by ionization

Energy loss of charged particle through
scattering will mainly be from scattering from

electrons

— M, << M, ceus » MaXimum energy exchange is
higher for electrons than nuclei.

We are interested in particles of mass M
( normally M >>m, ), charge Z, scattering
from stationary electrons.

However, cross-section the same as for
electrons scattering from stationary particle.



———”lZf “‘a"g_dg =n [fgm dg+f e—de]

cut

Depending on the 4-momentum q exchanged, the process can be
separated in “close” and “distant” collisions by setting an arbitrary

energy scale €__.

Collisions with € > €_ are “close”, while those with € < €__ are
“distant”



Large Energy Loss
Scatters.

« “Close” collisions (~ large g2, small b)
—>Large angle and/or ¢
—>Large g?can resolve electrons in atom

- Minimum energy exchange to consider a collision as
“close” | ¢, ,set arbitrarily (it's just a working energy
which will cancel at the end)

« Maximum energy loss ( T, ) set by kinematics



Small Energy Loss

Scatters.

» “Distant” collisions ( ~ low g2, large b)
—>Low energy loss ¢

—>Low g2 photons will interact with atom as a
whole.

 Maximum energy loss set by boundary
with “close” collisions

* Minimum energy loss set by smallest
available excitation energy of medium



Rutherford Cross-section

» Consider the electron moving and the
projectile stationary.("Close™ collisions)

» Earlier we “derived” the Rutherford
scattering cross-section:
— z = electron charge=1
—m,= electron mass , )
: : : : do 1 2z ) 1
— T = projectile kinetic E -( ) 04=( ) o

aQ \ 1
 The complete result is:

dO_Ruth.= hCZO{ 2 1
dQ 2pB | sin*(6/2)



Relativistic Corrections —
Mott Scattering Formula

* As =21, Rutherford formula becomes
iInaccurate. Simplest modifications give
Mott formula.

— First order perturbation theory
— Assumes no recoll of target
— No spin or structure effects.

dO'Mott _ Zzaz (hC)2 1
dQ 4P sin*©6/2)

. 0
1- B2sin?~
[ g 2




Mott Cross-Section as a
Function of g?

Can write Mott formula in terms of g2, rather
than 6 so that it's invariant

— put g?=4p_2sin?(6/2) (neglect e- mass)
Hence:

d_a — 4”22a2(hC‘)2 1_/3)2 qz
dq2 q4/3)2 4p62




Back to Stationary Electron
and Moving Projectile

* Eliminate electron momentum
— Pe= Byme
« Have Mott Scattering formula for moving
electron. Now move back to lab frame,
where electron is stationary.
— For free electron at rest g°=2m_¢
— Hence
do 1 do 4nZa’(he)f [, e
dg’ B 2m, de B (2m,£)* B° 27°m




Energy Loss from “Close”
collisions

* In summary, cross-section for transfer of
energy in the range ¢ to ¢ + de

2 2 2 ] i
d_adg _2nza (2hc) 12 | j e
de m, [ £ 2v°m




Energy Loss Per Unit
Distance

* So the energy —dE lost by a particle
passing through distance dx in a material
S w  dO

—dE = ndef e de
€ cut dg

* The number density,n, is
Nn=p N,/ A
(p=density, N,=Avogadro’s number,A=
molar mass )



de/dx From “Close”
Interactions

« Putting in the differential cross-section and
integrating gives
JE 27N a’(hef'\ | oz 1 (gm) (em e )
_| = = z In -
( dx )close A /32 Ecu 2}/2me

me
» Recall expression for ¢

max -

o 2By S'm,

s ¢ 1+2;/me/M+(me/M)2

E

max

* Fory small compared to M/m,_ &, = 2(/9°Y)2me
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de/dx From “Close”
Interactions

» Putting in expression for ¢ and

max

assuming that €. - €.+~ €max
) d_E ~ ZJZ'NA a2(hc)2 Z2/0_ZL In € nax _/),2
dx close m, A /9)2 gcut




dE/dx for “Distant” collisions

« Can no longer treat electrons as free.

-> rather more complicated (but result
looks rather similar)

« Get aterm In(g%,/ Q%cut)
* quin=|2/(I3Y)2
* Lower energy limit |, represents some

typical ionisation energy
—(1~10Z eV for Z>10)



dE/dx for “Distant” collisions

* Qo= 2M E (.any energy exchange
larger than ¢, is counted as “close”)

o Get:

_(9EY  _
Adx | gigant

* The “0” term models the “density
effect” (polarization of the medium)

(5=21n(ha)p/])+ln(/)’)/)2—l/2

27N | a2(hc)2

hl( 2</)’)/ )Izzmegcut ) _ /))2 P

me



dE/dx — the
Bethe-Bloch Equation

» Adding contributions from “close” and
“distant” collisions we get the Bethe-Bloch

equation:
dE 47’ N, (hcf 0z 11 (2B me,, | e 5
dx m, 4 B2 I’ 2

410N, ef P 307 \tov em o2 [gem”)

 Where: -
m A A(g mol 1)




Bethe-Bloch References

» References:
— Rossi, “High-Energy Particles”, chap. 2

— Jackson, “Classical Electrodynamics”, chap.
13

— Fano, Ann. Rev. Nucl. Sci., Vol. 13 (1963), p.1

— Particle Data Group (PDG), in the WWW
edition of “Review of Particle Properties”, via
link from the course Web site



lonizzazione: tempo scala

Se mettiamo dentro 1 humeri otteniamo

dE
— N T.64 107 15N(Blny 4 19.8)[eVs 1]

NB:y = E__ /mc* +1 = le perdite per ionizz dipendono

cin

debolmente da E

Un e- perde tutta la sua energia per ionizzazione in un tempo scala
b

NCT )
E

¢ [}
cloe T~

764 x 10- 15N (3lny + 19.8)

Per esempio, un e di 3 GeV (y=6000), perde tutta la sua energia in
3x10*/N anni

Assumendo N =10° protoni m~, T =108 anni



Emissione di radiazione (richiamo)

NB: 1 calcoli dettagliati sono facoltativi



Larmor (3): potenza totale

dE dP
La potenza totale emessa si ottiene integrando sull'angolo solido =7~ — 10 Y:

dE 2 2 +1

S a2/3in20d§2 =1 a2/ (1 — cos?0)2mrd(cosd)
dt 41c3 47c3 —1

2 2

. 2q< 5
— a“2m(4/3) = ——=a

Formula di Larmor per la potenza emessa
da una carica accelerata in moto non
relativistico.

v

E' valida in tutti i casi in cui v<<c
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Generalizz. relativistica

Per ottenere la generalizzazione relativistica, potremmo prendere i campi nel caso
generale e applicare la formula per la potenza

Ma e' piu' facile ed elegante usare le trasformazioni relativistiche per trovare la
potenza emessa da un particella in moto relativistico

L'idea €' di lavorare nel sistema di quiete istantanea della
particella, in cui =0. La particella non rimane ferma in tale
riferimento poiche' puo' accelerare, ma almeno per intervalli di
tempo infinitesimi intorno a t essa si muove a velocita' non
relativistiche e quindi si puo' applicare la formula di Larmor
classica
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Generalizz. relat.

Supponiamo che nel rif. di quiete istant. K' la particella emetta un'energia dE' in un
tempo dt

Se I'emissione €' isotropa nel riferimento di quiete, I'impulso della radiazione emessa e’
dp'=0, poiche' 'emissione e' simmetrica rispetto ad una qualsiasi direzione e a quella
opposta (e' I'impulso ist. della particella che €' sempre nullo, NON quello della
radiazione) e lo spostamento della particella e' dx'=0 perche' ;=0

Nel "laboratorio”, che si muove a velocita' —v rispetto alla particella (i.e. visto
dal riferimento di quiete della particella), si ha per la radiazione emessa

dt = ~(dr + Bdz'/c) = vdT La potenza totale emessa e’ un
dE' dE invariante relativistico per ogni
dE dE’ dE’ W d emettitore con simmetria

T A (2 d —
c 7( +Bdpy) =7 backward-forward nel suo rif. di

quiete istantaneo

Nel caso di un riferimento in

/

moto con velocita' f rispetto a w_ v(— — Bdpz) dx = cBpdt perche' si
quello in cui la particella si c c ma tratta di
muove con velocita' B, dt’ = ~v(dt — Bdz/c) dpz = BpdE/c  woioni

B _ 7(_ — BBpdE/c) = 7—(1 — BBp) dE' _ dE

c p = =
dt’ dt
dt' = ~(dt — BBpdt) = ~dt(1 — BBp)
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Generalizz. Relativ.

dE _ 2q¢?

)
dt 303|a|

Nel sist di quiete la potenza €'

La 4-vel. della particella €' v, =(cy,yv), cosi' in K' V' =(c,0) e quindi il modulo e' v4, = ¢?

dv? dv
— B = 0 ’U’ud—'u =0 ’U'uau =0 (somma sottintesa)
T T

Nello spazio-tempo 4-velocita' e 4-accelerazione sono sempre "perpendicolari”

Da questa condizione applicata nel riferimento K' di quiete istantanea si ha

/ L] [ [] 2
ca, = 0 CLIO =0 PeI’CIO in K CLMG,M — ‘a,‘Q

Cosi' possiamo scrivere la potenza in forma manifestamente covariante in K' e
generalizzare ad ogni riferimento

dt 3c3
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Generalizz. relat.

dFE 2¢%2 5, Puo' essere generalizzata al caso relativistico sostituendo 0 — 1 dpy

E 3c3a ad a la 4-accelerazione a, m dr

on p, = (E/c,p)=(mcy, myv) e dr = dt/y tempo proprio della particella
Con p,, = (E/c,p)=( )e dr = dt/yt io della particell

dE  2¢% dpudpt _  2q*dvydot
g o _3m203 dr dr 3c3 dr dr
dvy - d dy d dv
Calcolo la derivataint  —— = 7, (7¢,79) “op _ 2 LAY
dr  dt i - wt T a
dy _ d 1 73175 &
dt ~ dt 3.0 =Y 5
J1-ED 2
dvy U-ad 4U-a._ o ' - i i
aop (674 74 7+ ~28) E'la 4-accelerazione della particella
dr in un riferimento generico
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Larmor (5)

dE 2¢2 dvy, dvH dvy, ( 4V A 4U-a 2
= —= = (cy ot v+ y*a)
dt 3c3 dr dr dr c2 c2

—»—» —

_, V-Qa ’U CL_, o ’U 2 4’0'0,_, 2 _\12
apat = a2 — @*= (cv* 02) ['74 v+72a)]2—(cv4 ) — 5770

- =

(32
= 2,80 > R T > )2*26 276(—)(’06) 22

= 22 - 2)—276(—)(?1 @) -+

1
= 28" — >2W —276(—)(1) a)—— a*
- — = N2 U-a
— _0276( )( a) . _,76(7)6;) B 74&»2 — _74[72 (’U 62a> —»2]
dE 2C] 4[ 2(’0 _»)2 -|—C_LQ]

dt ~ 3c3 c2

E' la formula di Larmor relativistica per la
potenza totale emessa
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Distr. Angolare

La distribuzione angolare della potenza emessa si puo' ottenere a partire da quella
nel rif. K' di quiete istantanea utilizzando le proprieta' di trasformazione relativistiche
delle direzioni

Consideriamo in K' I'emissione di un'energia dE' in un angolo solido dQ2' = sin6'd6'd®’
=dcos0'd®' = du'd®' con u' = cosb’, intorno a 0', angolo con l'asse X', diretto come la
velocita' della particella nel sistema K del labo

Nel laboratorio I'energia e' emessa dE e' emessa in un angolo solido dQ2 = dud®

Nota la distribuzione in K' possiamo
calcolare la distribuzione in K,

Xy conoscendo le proprieta’ di
trasformazione dell'energia e
v g , dell'angolo solido
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Distr. Angolare

L'energia emessa (i.e. i fotoni) trasforma come la comp. temp. del 4-impulso p,” (E/c,p)

dE/c = ~v(dE'/c+ Bdpl,) (il segno + compare perche' il labo si muove con vel —v rispetto alla particella)

Nel caso dellarad elm dE'/c=dp’ dp), =cos@'dp’ = p'dp’ (a)

) JF =dE'y(1+ 8y) dp. = dp/,
| La quantita'di ~ (0)¢
Per I'angolo solido basta vedere moto dei fotoni Py = 9Py

come trasformano le direzioni trasforma come

(€) dp. = ~(dpl, + BdE'/c)

Da (b) segue che d®' = d® Sostituendo (a) in (¢) udp = ~(u' + B)dp’

t n =~ + B)(dp'/dp)

Viie ! dp' /dp = dE'/dE = 1/~v(1 + Bi))

- p= '+ 8/ +Bu")

% E' 'aberrazione relativistica y P
delle direzioni
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Distr. Angolare

dE = dE'~(1 4 8p') p= '+ 6)/(1 4+ pu)

Calcolo d€2 = dud®

dp = [(1 + By — By’ — B82)/(1 + Bu')?]dy’

du'
— 2 N2 /—
=[(1-p7 )/(1 ~+ B’ )< ldp 72(1 _l_BM/)Q
dd = dd’
A ds/
_—) 0= dude = PP

21+ a2 2+ )2

V1e . dE 3 ,
| d—Q—7(1+Bu)

3dE’
ay

mE. Fiandrini HEAP0506
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Distr. Angolare

ar _ 3 3dE’
o = (A +8u)

Per ottenere la distribuzione angolare della potenza occorre calcolare la relazione
fra la durata dt' e dt dell'emissione in K' e K

Supponiamo che ci sia un osservatore stazionario in K posto a grande distanza
cosi' che la direzione della radiazione emessa sia costante

La particella in K comincia ad emettere in 1 e cessa in 2, qual'e' la durata
dell'emissione misurata dall'osservatore distante in K?
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dE 3 dE’ .
wm-rera%e Distr. Angolare
L'osserv. comincia a ricevere la radiazione a t,=R/c+t dall'inizio dell' emissione

Nel tempo dt la particella viaggia una distanza I=vdt
- la radiazione emessa a t+dt deve percorrere una distanza R-d

—> viene ricevuta dopo un tempo t,= t+dt + (R-d)/c

La durata misurata dall'osservatore distante e' quindi  dto = t2 — t1

=t+dt+ (R—d)/c—R/c—t =dt—dJc ma d = dlcosd = wvdtcosd

- dto = dt[1 — (v/c) cos 6] dt e' I'intervallo misurato da un orologio in K
posto nella posizione occupata dalla
particella a t

—> la relazione con il tempo proprio della
particella (i.e. quello misurato in K') €' dt = ydt'

dto = ~[1 — 0ldt’ = — !
to = y[1 — (v/c)cosOldt = ~(1 — Bu)dt R-d
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v —ra+ni Distr. Angolare

a2
— / . . . .
dto = v(1 — Bu)dt L'inversa e' semplicemente (le trasf di Lorentz sono reciproche)

dt’ = ~(1 + Bu')dto

Per ottenere la potenza bisogna derivare rispetto al tempo misurato in Kda O

ddE  d 5 3dE’ 3 N3, dt' d dE’ 4 g d dE’
dao = a0 AF )T Sl =y BTG ) o A+ B oS
dP _ 404 jnadP’ Per esprimere tutto in funzione delle quantita’ misurate in
o =Y s K (i.e. Labo) basta considerare le trasformazioni inverse

dP 1 dP’

dP’ 41_5 )4dP
— =1 - B — > —
s’ ds? A2~ ~4(1 — Bu)4dsY

Se l'osservatore €' "vicino" (ie nella posizione occupata dalla particella all'emissione) il

fattore di ritardo dovuto alla propagazione non compare
dP 1 dP’
— / ‘ —
dho = rydt a2~ A1 = pp)3dsy

Si parla in tal caso di potenza "emessa" (alla sorgente), mentre
nel caso precedente si parla di potenza "ricevuta”
dall'osservatore distante 1
mE. Fiandrini HEAP0506
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Distr. Angolare

dP 1 dP’ Se la radiazione €' isotropa in K', la distribuzione angolare
dQ ~ AA(1 — Bu)*dY nel labo e' fortemente piccata in avanti per particelle
relativistiche (f»1) a causa del fattore al denom.
5 1 ~ 1
Infatti ¥ = T "1+ T 20-58) perche' 1 +56~2 se f~1

1 02

) =~ 1—2—72 Per piccoli angoli #=cosf~1-—
1 1 1

- T AL - Q- 1/29)A -2/ AA02/42 - 02/2 - 1/292)°

T 02— 0292 - 1)/297* T [(0292 + D)

|| fattore e' fortemente piccato a 6 ~ 0, con una scala angolare ~ 1/y
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Distr. Angolare

P _ 1 dr’ Nel sistema di quiete ist. K", la potenza emessa e' quella
dQ (1 — Bu)*dsy di Larmor

dP’ 9”@ sin2 e Bisogna esprimere solo a' e @' in funzione di quantita’
—_— . !
a2’ 4nc3 misurate nel labo X

A

Scrivo I'accel. a in termini di componento perp e par alla direzione dijvolo
=12 =12 - 2
ja'|* = |a||| +la |

La relazione le componentidi a'ed a e’

— — — 2 —
@)l =gyl la@) | =~aLl

come conseguenza delle trasf di Lorentz (cfr. Calcolate la variazione di vel. in 2 rif.
generici con regola di somma rel. delle velocita' du=F.£ du',, gli intervalli misurati nei 2
rif. dt e dt' —i.e. trasf. Lorentz- e ottenete la relazione tra du/dt e du'/dt'. Prendete |l
caso in cui V',=0 e ottenete le relazioni fra le accel. di cui sopra

a@'|% = Oy [? +~*aL)?
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Distr. Angolare

dpP 1 dpP’
— dP’ ~2 _
A2~ AA(1 - fu)tdsy o = gogld[’sin?© @1% =201 * + A
P 2 (PlalP+1a?) o Ora bisogna trovare la relazione
dQ  4nc3 (1 —Bp)? fra @' e gli angoli in K
[l caso generale e' complicato dal punto di vista X'

matematico ma e' facile in due casi limite

Caso1:al||lv 20 =0’

Basta usare le formule di aberrazione relativistica

Z
cos© = (cos©' + 3)/(1 4+ Bcos @)
d / / / d /

Sin© = dpy/dp = Py _ Wy dr'y _ W o dp'/dp = 1/v(1 4 Bp')

(dp/dp')dp’  dp’ " dp dp
sin® = sin &' ‘ sin @' = sin© (le trasf di Lorentz sono reciproche)

(1 + Bu') (1 — Bu)
dP 2 a2
3)) = 4 9] sin?©

~ 4nc3(1 - Bup)®
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Distr. Angolare

P 2 (PlalF+1a? .,
dQ  4rnc3 (1 —pBp)?

e/

Caso 2: aperp v a giace nel piano yz

—> scelgo il rif in modo che a osservazione sia diretta come z'

=/

a — ] . ! !
) coso'=".i EEE) cos© =sind cosd

a

sin20' = 1 — cos2 © —1 in2 g’ 2 ¢/ Sine’zﬂ
X'
Fa2 2(])
sin2o/ = 1 _ SI; 0 cos ’ R
v(1 — Bu)
(dP) ¢ ay)? sin29c052d>)
A’ T anc3(1- ) 421 - Bp)?
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Distr. Angolare

@2 . sin20cos?d ar ¢ 197 og
ir T e 2 (@)= ars - g

2

(—)J_

La direzione di a definisce i dettagli della distribuzione, il fattore di boost
picca in avanti tutta la radiazione emessa

Figure 4.11a Dipole radiation pattern for particle at rest.

e

() Figure 4.11c Same as a.

X
1

e

Figure 4.11b Angular distribution of radiation emitted by a particle with
parallel acceleration and velocity.

(d)

Figure 4.11d Angular distribution of radiation emitted by a particle with
perpendicular acceleration and velocity.
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Conversione da Sl a MKSA

Per convertire le unita' di misura da S| a MKSA:
E(SI) 2 (4reo)V2E(MKSA)
B(SI) 2 (uo/4x)"2B(MKSA)
q(Sl) 2> (4ne,)"2q(MKSA)
c(S1) > (g 1) "2

dP . q2 |7 x [(7 — B) x B]|2 P, g2 |ix[(#—-B) x B
d—Q(t) 4rc (1—3.75,’)5 |:> d—Q(t)_16772€oc (1-5-&‘)5

I 2 - o
dE_2q24 5, U-a .0 dE_ q 47 2,V a D
=337 b 5 +a] —) el (%) ta]
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Analisi di Fourier

In genere oltre che I'energia per unita' di tempo emessa e la sua distribuzione angolare,
e' importante conoscere la distribuzione spettrale di energia, cioe' la sua distribuzione in
frequenza.

P.es. L' emissione di radiazione in ambito astrofisico ha una distribuzione spettrale
caratteristica che distingue differenti processi, come bremsstrahlung, compton,
sincrotrone, corpo nero,...).

Dall'analisi dello spettro di frequenza (i.e. di energia E=hv ) dei fotoni emessi si puo'
risalire alla distribuzione di energia delle particelle che hanno emesso, alla distribuzione
delle particelle (compresi i fotoni) che hanno causato I'emissione e la distribuzione dei
campi magnetici nel mezzo interstellare (ISM).
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Analisi di Fourier: Parseval

Il teorema di Parseval permette di correlare la distribuzione di energia emessa nel
tempo con la sua distribuzione in frequenza.

2 400
p= [TFME, E=_4 a(t)[2dt
3
—00 dt Omepc® J—oo
1 + : 1 +o0 :
a(t) = E/—oo a(w)e ™ “dw a(w) = ﬁ/—oo a(t)e™tdt

2 i Fo0 Foo / x¢, 1N, —it(w—w')
la(t)|© = o /_OO dw/_oo dw'a(w)a™(w')e

- 27 J—c0 —00 —00

5w — ') = i/-l-oo o~ it(w—u') 1y
21 J—o0

/__;OO la(t)|2dt = /__:O duw /"‘OO do'a(w)a* ()6 (w—uw')

— o

/__:O la(t)|?dt = /_-;OO la(w)|?dw
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Analisi di Fourier
/_—;OO la(t)|?dt = /__I;:O la(w)|?dw

A noi serve /+OO |a(w)|%dw
0
+o0 +o0
Dato che a €' reale, ‘ / la(w)|?dw = 2/0 la(w)]?dw
— 00

+o0 5. “+o0o 5
[ la®Pdt=2 [ Ja(w)Pde

o 2 + 0 2 + o0
quindi B = 672003 /_ la@Par = 37:16063 /O a(w)|2dw
a\w —
dw 37‘(’60 3meyc3

E' 'energia emessa per unita' di frequenza durante il periodo di accelerazione da una
singola particella
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Bremsstrahlung

La bremsstrahlung o radiazione di frenamento €' la radiazione associata con la
variazione di quantita' di moto di una particella carica in un campo elettrico.

La descrizione corretta €' quella quantistica poiche' possono essere emessi fotoni con
energie paragonabili a quella della particella che emette, ma come nel caso della
ionizzazione in molti casi si puo' usare un approccio classico o semi-classico
(relativistico).
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Bremsstrahlung

Ovunque ci sia gas di elettroni e nuclei si ha emissione di radiazione di
frenamento o emissione free-free (per sottolineare il fatto che si tratta
di una transizione fra due stati energetici non legati).

Questo accade per:
L’ emissione radio da regioni compatte di HIl (idrogeno ionizzato) con T ~ 10* K,
Emissione X da sistemi binaricon T ~ 107 K,
Emissione diffusa da gas intergalattico con T ~ 108 K
Atmosfere stellari

Inoltre costituisce uno dei processi principali attraverso cui elettroni di alta energia
perdono energia
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Figure 17.2. The radial distribution of atomic and molecular hydrogen as deduced from
radio surveys of the Galaxy in the 21-cm line of atomic hydrogen and from millimetre
surveys of the molecular emission lines of carbon monoxide, CO. (After D. Michalis
and J. Binney (1981). Galactic astronomy: structure and kinematics. pp. 335. 354, San
Francisco: W.H. Freeman and Co.) PR
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bremsstrahlung

X-Ray Gas in Galaxy Clusters

Coma cluster (left: optical image, right: X-ray image)

An example of high energy thermal bremsstrahlung is the X-ray emission

from giant elliptical galaxies and hot intercluster gas.
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Bremsstrahlung classica

Per calcolare la radiazione emessa dobbiamo IR
conoscere |'accelerazione dell'e- durante e, m ™~ X
l'interazione. b

v

La situazione e' analoga al caso discusso per la Ze, m
ionizzazione con il ruolo delle due particelle
scambiato: ora e' I'e- che si avvicina al nucleo
stazionario - nel caso della ionizzazione avevamo
calcolato il campo del nucleo sull'elettrone in quiete>
gia' conosciamo l'accelerazione dell'e- nel suo sistema
di riferimento di quiete...possiamo usare la simmetria
della situazione per ottenere il risultato

Come procederemo: lavoreremo nel sistema di riposo dell'elettrone e poi faremo le
trasformazioni di Lorentz appropriate per ottenere I'emissione spettrale nel laboratorio
- nota a, calcoliamo lo spettro della radiazione emessa I(w) (EHz")
- integriamo sui parametri d'impatto b
- trasformiamo nel sistema del nucleo nel caso relativistico
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Brems classica (2).campi

Nel caso della ionizzazione avevamo un
nucleo di alta energia che colpisce con un e-
in quiete - il campo elettrico che agisce su
un e- stazionario (ie nel rif K' di quiete dell'e-)

el
e/ yut
4meo [0 + (vy)2]3/2

Ey =

E

~ ameo (12 + (071)2]3/?

NB: V €' la vel dell'e- nel labo - -v €' quella nucleo in K', i.e. dovremmo mettere gli apici alle quantita' che
compaiono nelle equazioni...non le mettiamo per non appesantire la notazione ma €' chiaro che sono riferite in K'

Quindi 'accelerazione a cui e' sottoposto ' ax = —Ex a; = —Fk,

e?Z Yot e?7 ~b
_ 0. —
4meome [b2 + (vyt)?]3/2 T Ameome [b2 + (vyt)2]3/2

Ay —
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Brems classica (3):trasf. di Fourier

e2Z yut e?2Z b

aa(t) =  Areome [62 + (vvyt)2]3/2 az(t) = Ameome [b2 + (vyt)2]3/2 >
Le trasformate di Fourier sono
1 e2Z +o0 ~yut ot
T = — Wt gy
az(w) V2w 4TEome /—oo [b2 + (v'yt)Q]?’/Qe
() = L2 /+°° b Jiwty,  Pongo x =yvtlb > dx= (y vib) dt
V27 4meome J—o  [b2 4+ (vyt)2]3/2 - dt= (b/y v)dx
w) = e (b/vyv)dx
‘ az(w) V2w 4TEeome /—oo b3[1 + 22]3/2 (b/70)
1 e2Z /+oo 1 by |
= e’ ax
V 27 47T€0meb'v — 00 []_ + 562]3/2

1 e2Z too  ~Aw(br/yv) b,
— _ 0% (b/yv)d
az(w) V21 dmeome /—oo b3[1 + az2]3/26 (b/yv)de

= — e T dx
V2w dmeomebvy J—co [1 + x2]3/2
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Brems classica (4): emissione spettrale

1 e?Z +o0 1 iwh, 1 e?Z iwb
— wrde = I k comp
a=(w) V2T Amepmebu /—oo [1+ 352]3/26 ’ V21 ATeomebu 1( Yo )
() 1 e27 /+OO T de 1 e27 I (iwb) 2 com
ar(w) = — e T = — 2 p
v V2mdmeomebvy J—co [1 + 952]3/2 V2w dmeomebuy YU p

NB: a,/a, = l,lyI, = a, e' soppresso di un fattore vy rispetto ad a,

Posto y= wblyv, le funzioni I(y) possono essere espresse come funzioni di Bessel
modificate di ordine 1 e O (...consultando tavole di integrali)

ly = 2yK,(y) I, = 2iyK,(y)

I calcoli dettagliati del’emissione spettrale sono facoltativi
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Funzioni di Bessel: esempio

Le funzioni Bessel K modificate divergono per y=>0 e tendono a zero molto

o 1
o | K, >> K, se I'argomento delle funzioni e’ << 1
15 |

10 |

s}

O T

0.001 0.01 0.1 1 10y
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Brems classica (4): emissione spettrale

Riprendiamo I'analisi dello spettro della radiazione di bremsstrahlung

( ) 1 €2Z /+OO 1 zwbxd 1 622 ; (,wa)
a\W) — €T =
® V2m4meomeby /-0 [1 4+ 332]3/2 V21 4meomebu 1 v
() 1 e’Z +oo x Mmd 1 e?Z I (iwb)
ar(w) = — e’ ar — — 2
v V2T 4meomebury /—oo [1+ 5132]3/2 V2w 4meomebury YU

Posto y= wblyv, le funzioni | possono essere espresse come funzioni di Bessel
modificate di ordine 1 e 0 (di solito espresse come somma di una serie)

I, = 2yK(y) I, = 2iyKy(y)
e2 2 2 2 2 e? 2 2
1@) = 3 —5la()* = 35— @)I* + L @) = 35 aa(@) + [a=()[)
e2 1 2 Q(y)

= ( )[4+ 17 ()]

37reoc3 21 Admeomebv
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Brems classica (5): emissione spettrale

|
|
L e 2 parv perpvV

T I ! Io=5{%) ;3 l

| 02 27 2( )
< | 1 12 Y 5
- I I
3 (W)= 3#6003277(47T60mebv) [ + 11 ()]
~l3
o 1 y= wb/yv

2 lo

Il contributo della componente perp (l;) domina I'emissione: anche nel caso non
relativistico il contributo e' piuttosto trascurabile (cfr. Vedi funzioni di Bessel K ; e K1: K|
<< Ko per y<< 1), nel caso relativistico e' ulteriormente soppresso di un fattore y2

Il contributo di I, e' limitato a frequenze w ~ yv/b, mentre quello di di |, si estende e

domina totalmente I'emissione a basse frequenze
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Brems classica (6): emissione spettrale

|
|
62 2 2
L ) [12“’) + 12(0)] y= wblyv

.
(w) = 3menc3 27 Amegmebu

Sostituendo a | le corrispondenti l; = 2yK,(y)
funzioni di Bessel, K si ottiene _
l, = 2iyKq(y)

(w, b) e

dl
d ()

ln(i') 7 In w -

2 2
L 22 b [K W) 4 k2()]

3me,c3 27 Amesmebv

I(w) =

622 w?  K2(y)

— (2471'46263?’)13)(’72’1)4)[ + Kl (y)] [EHZ'1]

Si vede chiaramente che la comp perp >> comp par pery << 1 (ie w <<y v/b)
poiche' K,<< K, e il fattore 1/y2 deprime ulteriormente nel caso relativistico

mE: Fiandrini HEAP0506 ml12



Brems classica(7): emiss. spettrale

! Le f. di Bessel K_i non sono esprimibili in termini finiti ma come
somma di una serie.

6 2 w2 2
1) = (g Crl 552 + K] y=obly

‘(u), b) S

dl
dw

: Pero' possiamo studiare il loro
~yilo  comportamento asintotico per y=>0 e y>+1

lr\(7‘) lnw” -
’ K, K,

Limite y= wblyv>> 1" K,(y) = K1(y) ~ \/Zey“

15

622 —2yr 1
I(w)_(24 4 3 3 )( 2 4) y[_2+1] 10
= — v 1
(4871'36:03037712)(’)/21)4)(,0() [ 2 + 1l *
2“’b 0
W[_'I']-] 0.001 0.01 0.1 1 10

y

C'e' un cutoff esponenziale a frequenze w ~ yvib =w o  NB: 0oy dipende da b >
frequenze di taglio diverse

—> c'e' poca potenza emessa a frequenze superiori a yv/b per diversi b
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Brems classica (8): emiss. spettrale

622 2 K02
a5 o)l Véy) +EK2)] y= ably

e

A(w) =(

I 2474e3c3m

‘(OJ. b)) 5

dl
dw

Z0

Limite y= wb/yv<< 1

Ko(y) = —Iny =1In(1/y)
S

Ki(y) = 1/y

0

0.001 0.01 0.1 1 10
y
; B 672 w2 KOQ(y) W2 —( VA w2 In2(wb/vv) _|_721)2]
(W) = (24W4€§C3mg (7204)[ 2 T KT = 54783327 2,2 42 o2D2
522 w2 202 w?2b2 _In?(wb/yv) eb 22 w?2b? _In?(wb/yv)

1
(247r4e§c3mg)(72v4)w262 [1+(721)2) 2 I= (247r4egc3mg)(1)2b2>[1 + (721)2) 2 ]

fy
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Brems classica (9): emiss. spettrale

l
|
|
|
|
I

Limite y= wb/yv<<1

‘(U-’. b) e

dl
dw

In(i') 7 In w -

O P S Y R L CL T D] PNy S S
“) = 2474e3c3m2’  v2b2 v212 72 24m4e3c3m2’ " v2b?

* Lo spettro a bassa frequenza (y << 1) e' dovuto quasi totalmente
alla componente perp dell'impulso rispetto alla linea di volo

* E' indipendente da w

* E'indipendente da y < perche' Apy,,, non dipende da y

ml15



dl

(w, b) 5

Brems classica (10): em. spettrale

perp

I

dw

|
I
T
|
|
|
|
|
l
I

—

A— AT =2blyv
y>>1

r_At~2b/v

*— AtV 2blyv

65232 QJQ
24743¢3m

KQ( )
el <

I(w) = ( + KZ ()]

6

Qualitativamente I'andamento delle due
componenti si spiega osservando la forma
temporale dell'impulso

La componente perpendicolare ha la forma che
"somiglia" ad una 0 di Dirac per le componenti a
bassa frequenza -
lo spettro contiene tutte le frequenze con uguale
peso fino a w = 1/AT = yv/b, oltre cui lo spettro
decade exp

La componente parallela ha invece un andamento simile
ad un'onda sinusoidale di dutata AT e quindi contiene
solo poche frequenze intorno a AT
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Brems classica (11): em. spettrale

I

> (w, b) s

dl
di

A w? K2(y)

I(w) = K?
( ) (247r4e§c3mg)(721)4)[ + 1 (y)]
wblyv >> 1 wb/yv << 1
6 ;72 672 1
e/ 2wb - (&
~ (487T3€§ 3 2>( 3)e [ 2 +1] (247r4e§c3m§)(v2b2)

E' lo spettro di emissione di un singolo elettrone su un singolo nucleo

NB: siamo nel riferimento di quiete dell'elettrone
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Brems classica (12): em. spettrale

Ora bisogna integrare sui parametri d'impatto

672 2 2
e’Z W Kz(y) 5
I(w) = © + K NB: nel sist. di quiete dell'e-
( ) (247T4€§C3mg)<’72’04)[ 72 1 (y)]

La componente par €' piccola rispetto a quella perp e contribuisce solo intorno a w,= yv/b = si puo
trascurare in prima approssimazione

922 1
I(w) = (24 733 ) 2b2) fino a w = yv/b, cioe' fino a y~1, i.e. | ' una step
TepcTime U function con il gradino a w = yv/b

N 9% o \2
1] \ _1()=ﬁ"((r) b';"

‘(w. b) e

dl
dw
&/V
l
2 [

118
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Brems classica (12): em. spettrale

72 1

I(w) = fino a w = yv/b, cioe' fino a y~1, i.e. | ' una step
(w) (247r4e§c3mg)(v2b2) !

function con il gradino a w = yv/b

L'energia totale per unita' di frequenza da un singolo I(w) = /bmax I(w)dN’
elettrone su una popolazione di nuclei di carica Z €' bmin

Il # di nuclei nel volume dV = 2xbdbdx e’
dN'=N'dV = 2xN'bdbdx, N'= densita’' dei nuclei in K’

672

%7 1

dI — dN'
() (247r4e§c3mg)(v2b2)

622

e 1 A
— 27 N'bdbd /ﬁ\ db
(247r4eg’c3mg)(v2b2) " v T b
. _
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Brems classica (13)

dI(w) = ( e 2 V()2 N'bdbd ( 22 V()2 N bdbvdt
w) = 7 X = (%
2474e3c3m2” “v2h2 2474e3c3m2’ “v2h2 "
672
e’Z 1
= —)N'dbdt EHz
( 1273e3c3m2 ) (vb) [ !
L'energia emessa per unita' di tempo e fequenza  dI(w) %72 1.,
dovuta a nuclei con b + b+db e' quindi ( dt ) = (127T3e3c3m2)(vb)N db
0] (4
dI(w) e®Z? N’ bmaz ,db e®Z?N' bmaz P
= ({53332 / &) =( 53352, [WHz"]
dt 127m2egc>mgv” Jby, b 127m2ejc>mgv brmin

Nel caso generale, la densita' N' nel sistema di quiete dell'e- e' data da N'=yN, con N =densita’ nel
sistema di quiete del nucleo, cioe' il laboratorio dato che N=dN /dV e dV' = dV/y

dl(w) _ ( e®Z2yN )In bmaz Gli apici indicano esplicitamente che le
T 2.,/

dt 1273e3c3m2y’” quantita' sono valutate nel rif di quiete dell'e-

Bisogna scegliere i valori appropriati dei limiti di integrazione nel caso e- relativistici e non.
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Brems relativistica

Lo spettro di potenza emesso nel sistema proprio dell'e- €', come si €' gia' visto:

dl'(w)

( 66227]\[ In bmag
e’

127m3e3c3m2e/

/
bmin

Gli apici indicano che le quantita' corrispondenti sono valutate nel rif dell'e-
|| fattore y viene dalla trasformazione della densita' di particelle N'=y N

Come al solito bisogna scegliere i valori appropriati per i limiti in b:
Dato che sono quantita' lineari perp a v sono invarianti per trasf di Lorentz
Nel caso della ionizz. per b_,,,, dato che v/c >Z/137 occorreva usare il limite

quantistico dettato dal principio di indeterminazione b,,;,= h/Ap

Nel caso della brems, in cui abbiamo a che fare con la radiazione emessa
dall'elettrone, il valore min di b €' fissato invece dalla condizione che I'emissione sia

coerente, cioe' che I'e- emetta "come un'unica carica". Per valori piu' piccoli, gli

effetti della nube di coppie virtuali e+e- intorno alla carica nuda (i.e. Effetti di
polarizzazione del vuoto) cominciano a diventare importanti e I'emissione non €' piu’

coerente
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