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Il pdf delle lezioni puo’ essere scaricato da  
http://www.fisgeo.unipg.it/~fiandrin/didattica_fisica/
cosmic_rays1617/ 
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Potremmo risolvere l'equ di diffusione completa...ma sarebbe 
piuttosto lungo... 
Usiamo invece il modello Leaky Box in cui il termine di 
diffusione e' rimpiazzato da un term N(E)/T(E), T tempo di 
fuga 

Distr gaussiana di path lengthà simula la diffusione 
Distr exp per il caso in cui non c'e' diffusione ma solo prop nel 
volume 

dirette 

Spettro radio 

γ bassa E 
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Abbiamo visto che i tempi di confinamento dei RC sono 
dell'ordine di T(E) ≈ 1-3 x 107 anni 
Se gli e- hanno tempi simili, il tempo scala per le perdite di 
energia τ e' < T(E) per differenti ragioni in differenti intervalli di 
energia: 

Ad E< 1Gev dominano le perdite per ionizz. τ(E) ≈ 107 anni per e- ad 
E=300 MeV  
Ad E>10 GeV, IC e sincr dominano ed τ(E) < 107 anni per e-  
 

dirette 

Spettro radio 

γ bassa E 
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Residence time 
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dirette 

Spettro radio 

γ bassa E 

IC da 
CMB ICCMB + ICstarlight+Sincr 

Quindi, se gli e- sono iniettati continuamente nell'ISM, 
dovrebbero raggiungere una situazione stazionaria di equil fra 
iniezione e perdite, dN/dt = 0 

A bassa E, dove la ionizz domina quindi N(E) ≈E-p-1  ≈Q(E)E-1 à (p-1) = 
1.6 à Q(E) ≈ E-2.6 

Ad alta E, IC e Sincr dominano quindi N(E) ≈ E-(p+1) à p+1 = 3.3 
àQ(E) ≈ E-2.3 

I due indici spettrali sono piuttosto simili: cio' suggerisce che lo 
spettro alla sorgente degli e- sia una legge di potenza con indice 
spettrale p≈ 2.5 fra 100 MeV e 100 GeV 



6 

Possibili Break del flusso 



7 

E-(p+1) 

E-p 

E 

N(E) 
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Electron sources of Cosmic Rays 

Electron mass small compared to protons and 
heavy nuclei, è lose energy more rapidly 
Lifetimes are short, è electron sources are 
Galactic. 
Observed energy density ~4x103  eV m-3  (total for 
cosmic rays ~106 eV m-3   ) 
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Pulsars as cosmic ray sources 
Assuming Crab pulsar-like sources…          
    can Galactic pulsars source CR electrons?  
    Need first to calculate how many electrons produced by the 
Crab nebula. 
 
Observed synchrotron X-rays from SNR,      

  ν = 4 x 1036 E2B Hz  
@ ν~1018 Hz (X-ray)  assume BSNR = 10-8   Tesla                             
     

  è Ee ~ 5 x 10-6 J = 3 x 1013   eV 
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Power radiated per electron 

P   = 2.4 x 1012 E2 B2  J/s                                          
 = 2.4 x 1012 x 2.5 x 10-11 x 10-16 J/s                  
 = 6 x 10-15 J/s 

Observed flux = 1.6 x 10-11 J m-2s-1  
Distance = 1kpc = 3 x 1019 m 
Total luminosity, L = 1.6 x 10-11x 4πd2 J/s = 1.6 
x 10-10 x 102  x 1038 J/s   = 1.6 x 1030  J/s 
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Number of electrons = luminosity/power per e-    = 1.6 x 
1030 / 6 x 10-15 = 2.6 x 1044  
Synchrotron lifetime, τsinc=5 x 10-13B-2E-1 s  = 30 years                                                       
 Thus in 900 yrs since SN explosion, must be 30 
replenishments of electrons and these must be produced by 
the pulsar. 
Total no. electrons = 2.6 x 1044 x 30  ~ 8 x1045                                                        
    each with E   = 5 x 10-6   J 
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Total energy is thus 4x1040 J  
Assume 1 SN every 100 years for 1010 years è total 
energy due to pulsars 4x1040 x 108 J = 4x1048 J   in a 
volume of ~1063 m-3 (ie. the Galaxy) 
è energy density of electrons produced by pulsars : 
=4x1048/1063 Jm-3 = 4x10-15 Jm-3                                                 
= 4x10-15/1.6x10-19 eVm-3  = 2.5x104  eVm-3 

Remember that the observed electron energy density is 4x103 eV/m3, 
so electron emissions from pulsars are sufficient to produce observed 

levels, given the assumptions made. 
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SNRs vicine 

T. Kobayashi 

S. Swordy 

n  Vicino al noi ci sono numerose potenziali sorgenti 
di elettroni 
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n The positron-fraction spectrum does not exhibit fine structures and steadily increases 
in the region between 10 and 250 GeV. In the high statistics AMS-02 sample the ratio 
is of the order of ∼10 % above a few tens of GeV. As a consequence, since positrons 

are always created in pair with an electron about 90 % of the observed electrons must 
be of primary origin.  



Eccesso rispetto a cosa? 
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Leaky box equilibrium density ncr(E) = Ncr(E)τesc(E), τesc(E) = τ0E-δ 
n-(E)/n+(E) = (Kep Ncr(E) + σpe-nISMc Ncr(E)τesc(E) )/σpe+nISMc Ncr(E)τesc(E) = 

        = σpe-/σpe+ + Kep/τesc(E)  
n+(E)/( n+(E) + n-(E) ) = 1/( 1 +  n-(E)/n+(E) ) = 1/( 1 + σpe-/σpe+ + Kep/τesc(E)  ) 
σpe-/σpe+ ≈ 0.5 – 0.3 è n+(E)/( n+(E) + n-(E) ) ≈ 1/( 1.5 + (Kep/τ0)Eδ )

à Senza produzione primaria di e+ alle sorgenti la frazione decresce con l’energia 

Produzione secondaria nell’ISM di e+ 
ed e- 
Sorgenti primarie di e-: n-(E)=Kep 
Ncr(E) + σpe-nISMc ncr(E), Kep ≈ 10-3  

No sorgenti primarie di e+: n+(E) = 
σpe+nISMc ncr(E) 
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n  pulsar source 
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n Oggi: 



22 

Possiamo dare un quadro generale degli spettri alle 
sorgenti: 

Per la componente nucleare p≈2 
Per la componente e+- p≈2.5 

Fino ad almeno qualche centinaio di GeV 
Gli spettri alla sorgente sono differenti per e- e 
protoni (cum grano salis) 
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Per entrambe le componenti c’e’ evidenza 
sperimentale di hardening dello spettro a qualche 
O(100 GeV) 
Per e+ ed e- l’evidenza e’ netta: c’e’ una sorgente 
che immette e+ ed e- di alta energia nell’ISM 
Per i nuclei la situazione e’ piu’ incerta: nuova 
classe di sorgenti? Effetto di propagazione? 
Servono piu’ dati. 
Le pulsar accelerano e+ ed – ma non protoni (per 
esempio) 



Occorre quindi trovare uno o piu’ processi 
astrofisici che siano in grado di accelerare le 
particelle fino ad energie ultrarelativistiche con la 
distribuzione osservata 
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Idrodinamica (non relativistica) 
La maggior parte dei fenomeni astrofisici concerne il 

rilascio di energia all'interno di stelle, o al loro esterno, nel 
mezzo interstellare. 

In entrambi i casi, il mezzo in cui avviene il rilascio di 
energia comincia a muoversi, a espandersi o contrarsi, a 

riscaldarsi o raffreddarsi 

Le proprieta' della radiazione emessa (fotoni, particelle 
cariche), e rivelata a Terra, dipendono in dettaglio dalle 

condizioni termodinamiche e di moto del fluido in questione 

Ne segue che un requisito necessario per l'astrofisica delle alte 
energie e' lo studio dell'idrodinamica e della 

magnetoidrodinamica 
n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Idrodinamica (non relativistica) 
In idrodinamica il fluido e' considerato un sistema 

termodinamico macroscopico.  
Viene idealizzato come un mezzo continuo 

La descrizione del fluido in quiete richiede la conoscenza delle 
sue proprieta' termodinamiche locali (p, ρ, T) à occorre quindi 

avere un'equazione di stato che lo caratterizza  

Lo stato di moto di un fluido generico, non in quiete, 
sara' descritto dalla velocita' istantanea dell'elemento di 

fluido v(x,t) 
è lo stato del fluido e' quindi determinato dalla 

conoscenza di: 
p(x,t), ρ(x,t), T(x,t), v(x,t) 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 



n 27 

Classical Mechanics vs. Fluid Mechanics 

Single-particle 
(classical)  Mechanics 

Fluid Mechanics 

Deals with single particles 
with a fixed mass 

Deals with a continuum 
with a variable mass-density 

Calculates a single particle 
trajectory  

Calculates a collection of 
flow lines (flow field) in space 

Uses a position vector and 
velocity vector 

Uses a fields : 
Mass density, velocity field.. 

Deals only with externally applied 
forces (e.g. gravity, friction etc) 

Deals with internal AND 
external forces 

Is formally linear (superposition 
principle for solutions) 

Is intrinsically non-linear 
No superposition principle 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Mass, mass-density and velocity 

Mass Δm in volume ΔV 

Mass density ρ: 

Dal punto di vista dei costituenti la velocita' V di un 
elemento di fluido e' la velocita' media delle particelle 
contenute nel volume (che sono tante in modo che la 

media statistica abbia senso) 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Equation of Motion: from Newton to  
Navier-Stokes/Euler 

Particle α 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Equation of Motion: from Newton to  
Navier-Stokes/Euler 

Particle α 
You have to work with a 
velocity field that depends 
on position and time! 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Derivatives, derivatives… 

Eulerian change: 
fixed position 

Lagrangian change: 
shifting position 

Shift along 
streamline: 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Comoving derivative d/dt 

Esprime come varia una quantita' fisica nel tempo 
quando consideriamo la sua variazione non in un posto 

o a un tempo fissato ma a elemento di massa fissato  

In altre parole, se ci concentriamo su un certo elemento di massa e lo seguiamo 
nel suo moto, d/dt esprime la variazione col tempo come la vedremmo se ci 

trovassimo a cavalcioni dell'elemento di massa in questione 
n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Equazione del moto per un fluido 

termine non lineare! 
 
Rende molto piu' difficile trovare 
soluzioni "semplici" 
 
E' il prezzo da pagare per 
lavorare con un campo di velocita' 

Densita' di forza 
 
Puo' essere: 
•  interna:  
-  pressione 
-  viscosita' (frizione) 
-  self-gravity 
 
•  esterna 

Variazione di p di un elemento = F totale applicata sull'elemento 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Equazione del moto per un fluido ideale 
In un fluido su un elemento di 
superficie arbitrario viene esercitata 
una forza dF=pdA=pdAn dA 

n 

à la forza a cui e' soggetto un elemento di fluido in un volume V e'  

n 

n 

n 

n 

p 

p 

p 
p 

à la densita' di forza e' 

E' l'equazione del moto del fluido ideale (detta di Eulero) 

P. Es f puo' essere forza di gravita' 
n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Connessione microscopica 
La pressione deriva dal fatto che i costituenti (ie particelle) sono in 

agitazione termica per cui le singole particelle possiedono una 
distribuzione di velocita' (p. Es. Maxwelliana all'equilibrio) intorno 

al valore medio V della velocita' dell'elemento di fluido 

Questo significa che l'impulso 
esatto istantaneo di una particella 
NON coincide con quello medio 

del fluido 

Questa differenza 
"genera", in ultima analisi, 

una forza: la pressione 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 



n 37 

Pressure force and thermal motions 

Split velocity into the 
average velocity 

 
V(x, t), 

 
and an 

 
Isotropically 
distributed 
deviation  

from average, the 
random velocity: 

 
σ(x, t) 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Nel sistema di quiete dell'elemento di fluido le 
molecole sono in moto a causa dell'agitazione termica 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Acceleration of particle α 

Effect of average over many particles in small volume: 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Average equation of motion 

For isotropic fluid: 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Some tensor algebra:  
 

Vector 

Three notations for the same animal! 

Scalar 

the divergence of a vector in cartesian coordinates 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Rank 2 Tensor 

Rank 2  
tensor 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Rank 2 Tensor and Tensor Divergence 

Rank 2  
tensor 

Vector 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Special case: 
Dyadic Tensor = Direct Product of two Vectors 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Application: Pressure Force 
Tensor 
divergence 

Isotropy of 
Random velocities 

Second term = scalar x vector! 
 
This must vanish upon averaging!! 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Application: Pressure Force 
Tensor 
divergence 

Isotropy of 
Random velocities 

Diagonal Pressure Tensor 
n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Pressure force, continued 

Equation of motion for frictionless (‘ideal’) fluid: 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Pressure, statistical derivation 
We have to find the momentum transfer to a wall from a gas of 

particles with number density n in the hypothesis of elastic 
collisions |pi|=|pf| 

A single particle with momentum p arriving 
from direction θ with respect to the normal n 

to the wall gets a Δp = 2pcosθ 

In the time dt, the # of particles coming from θ direction 
impinging the wall are dN=nvcosθ Sdt, ie all the particles 

in the volume (vcosθ)dtS 

Then the net momentum transfer to the wall is dP = (single part 
Δp)x(# of part imping. the wall) = 2pcosθxnvcosθ Sdt  = 

2nvpcos2θ Sdt 

θ

Pi 

Pf 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Pressure 

The force is F=dP/dt =2nvpcos2θ S  The pressure is p=dF/dS 

So p(θ)=2nvpcos2θ is the pressure due to to particles arriving from direction θ

If the distribution of directions is isotropic, then the probability for a particle to 
arrive in a solid angle dΩ along θ is dΩ/4π, so the total pressure is 

non relativistic particle p=mv 

Energy density 

Relativistic particle (as photons) Etot' cp and v' c 

From equipartition theorem <E> = 3kT/2 
Ideal gas law 

Energy density 
n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 
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Summary: 

•  We know how to treat the time-derivative 

•  We know what the equation of motion looks like 

•  We know where the pressure term comes from 

•  We still need: 

   -  A way to link the pressure to density and 
 temperature 

 
   -  A way to calculate how the density of the 
  fluid changes 

n E. Fiandrini Cosmic Rays 1617 


