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Integrazione numerica
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Sicuramente:
- integrali à somme
- infinitesimi à intervalli piccoli

In generale l’idea è quella di suddividere il range di integrazione in N
intervalli:

dove:
-N deve essere il più grande possibile (ma questo “costa” tempo CPU);
-wj sono dei pesi che dipendono dal singolo intervallo scelto (che
"dimensioni" avranno questi pesi?)



Integrazione a spaziatura fissa

dove: 
-h è la dimensione dell’intervallino;
-xj è una posizione “caratteristica” ed univoca dell’intervallino (i.e. il 
bordo sinistro, ma anche il centro, quello destro, etc… sono scelte
valide)

à
x0=a
xN=b (*)

(* N intervalli sono definiti da N+1,
da 0 a N, "bordi") 
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Integrazione a spaziatura fissa: metodo del rettangolo

l’area di ogni intervallo viene calcolata come quella del rettangolo definito
da h e f(xj):

quindi:
-wj = h
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Sfrutto l’idea che l’integrale è l’area sotto la curva
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Posso però anche usare la formula di Taylor.
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2
).
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Integrazione a spaziatura fissa: sviluppo in serie di Taylor

Si può anche pensare di “migliorare” la cosa usando la formula di Taylor. 
Per ogni intervallo [xj, xj+h]:
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Integrazione a spaziatura fissa: sviluppo in serie di Taylor
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anche f’(xj), cioè non è applicabile, ad esempio, se la nostra f(x) è una 
cosa, essa stessa, numerica:

double func(double x)



Integrazione a spaziatura fissa: sviluppo in serie di Taylor al primo ordine
Per ogni intervallo [xj, xj+h]:

Fra due generici punti, però, posso sempre “tracciare una lina” e f’ sarà, 
banalmente, il coefficiente angolare
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Integrazione a spaziatura fissa: sviluppo in serie di Taylor al primo ordine
Per ogni intervallo [xj, xj+h]:

Fra due generici punti, però, posso sempre “tracciare una lina” e f’ sarà, 
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à

andando a integrare su 2 intervalli:

e generalizzando a N (tali da coprire tutto il range [a,b]):

Metodo del rettangolo
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Per ogni intervallo [xj, xj+h]:

“interpolando” linearmente e generalizzando a N (tali da coprire tutto il 
range [a,b]):

che quindi, in generale, significa:

- w0 = w5 = h/2
- w1 = w2 = w3 = w4 = h
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Integrazione a spaziatura fissa: sviluppo in serie di Taylor al primo ordine
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Integrazione a spaziatura fissa: metodo del trapezio
Invece che integrare tanti rettangolini
possiamo pensare di fare meglio ed 
integrare tanti trapezi:
L’area di ogni trapezio sarà:

Metodo del trapezio
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Integrazione a spaziatura fissa: metodo del trapezio
Invece che integrale tanti rettangolini 
possiamo pensare di fare meglio ed 
integrare tanti trapezi:
L’area di ogni trapezio sarà:

M
e
to

d
o

d
e
l
tr
a
p
e
z
io

x
0

x
1

x
2

x
3

x
4

x
5

L
’a
r
e
a

d
e
l
t
r
a
p
e
z
io

è
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Integrazione a spaziatura fissa: metodo del trapezio
Invece che integrale tanti rettangolini 
possiamo pensare di fare meglio ed 
integrare tanti trapezi:
L’area di ogni trapezio sarà:

e quindi, nell’esempio con N=5, x0=a, x5=b: 
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Integrazione a spaziatura fissa: metodo del trapezio
Invece che integrale tanti rettangolini 
possiamo pensare di fare meglio ed 
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Integrazione a spaziatura fissa: formula di Simpson
Assumiamo che l’integrale, nell’intervallo [xj, xj+2h], possa essere scritto così:

Sviluppando la f(x) in serie di Taylor ed integrandola:

che è valutabile nel solo punto x=0 (f(0), f'(0), f''(0), etc… )
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Integrazione a spaziatura fissa: formula di Simpson

Se ora usiamo lo sviluppo, che dipende solo da f(0), f'(0), f''(0), etc… per 
valutare f(h) e f(2h) troviamo un' altra espressione che sappiamo valutare sul 
solo punto x=0:

che dovrà essere uguale a:
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Integrazione a spaziatura fissa: formula di Simpson

I coefficienti delle derivate dello stesso ordine dovranno coincidere: 

Le prime tre equazioni sono un sistema di 3 equazioni in 3 incognite. 
Sottraendo h/2 volte la seconda dalla terza, si ottiene:
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Integrazione a spaziatura fissa: formula di Simpson
E le altre due equazioni? Sono soddisfatte?
Prendiamo la quarta:

è soddisfatta. La quinta, invece, non lo è:

Questo significa che

non è in grado di descrivere una qualsiasi funzione.
Ci sarà un errore di ordine h5
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L’equazione è soddisfatta. La quinta equazione non è

invece soddisfatta e l’errore è perciò O(h
5
).

La formula di Simpson integra esattamente i polinomi

di grado non superiore al terzo.
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Integrazione a spaziatura fissa: formula di Simpson
La formula di Simpson integra, esattamente, i polinomi di grado non 
superiore al terzo.
Se prendiamo, infatti, x3, che sappiamo integrare “a mano”:

La formula di Simpson ci da esattamente lo stesso valore:

à

Considero ora la quarta equazione:

B +8C = 4h con B =
4

3
h e C =

1

3
h

4

3
h+

8

3
h =

12

3
h = 4h

L’equazione è soddisfatta. La quinta equazione non è
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La formula di Simpson integra esattamente i polinomi

di grado non superiore al terzo.
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Uguagliando allo svilluppo del secondo membro

Le prime tre equazioni sono un sistema di 3 equazioni

in 3 incognite.
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Integrazione a spaziatura fissa: formula di Simpson
Nel caso generale dell’intervallo [a, b], diviso in tanti intervalli di 
ampiezza 2h:

Considero il caso di N intervalli tra a e b prendo x1, x2, . . . , xn

spaziati di h e sia f(xi) = fi. Prendo tanti intervallini di

ampiezza 2h.
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Integrazione a spaziatura fissa: formula di Simpson
Aver ricondotto l’integrale ad un’espressione con 3 coefficienti liberi, 
A, B e C

significa descrivere la f(x), all’interno di ogni intervallo, con una 
parabola

Formula di Simpson
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Uguagliando allo svilluppo del secondo membro

f(x) ⇡ P (x) = ↵x2 + �x+ �



Metodo di Gauss (Quadratura di Gauss)
Finora ci siamo limitati a intervalli regolari (spaziatura fissa) e l’unico modo 
per “migliorare” la precisione è quello di aumentare il grado dello sviluppo di 
Taylor, per integrare polinomi di ordine crescente.

Usando l’arbitrarietà nelle posizioni xj, si possono trovare formule esatte. 

Consideriamo, per semplicità, solo intervalli [-1, 1]. Ogni intervallo generico 
[a, b], potrà esservici ricondotto con un cambio di variabile: 

xk e wk a questo punto non dipendono da p(x), q(x) e

r(x), ma solo da PN(x) che sono funzioni fissate quando

si sceglie N e sono tabulate una volta per tutte.

Per una generica funzione f(x) si scriverà:

Z
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f(x) dx =

NX

k=1

wkf(xk)

Questa formula a N punti è esatta per polinomi fino al

grado 2N � 1. Integra bene funzioni polinomiali o che

assomigliano a polinomi.

Non va usata con funzioni come: e
�x

ed e
�x

2

Per estremi di integrazione qualsiasi uso un cambia-

mento di variabile
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Metodo di Gauss

Metodo di Gauss

Fino ad ora mi sono basato sullo sviluppo in serie di

Taylor per trovare formule sempre più accurate di inte-

grazione. Migliorando le formule potevo integrare poli-

nomi di ordine sempre crescente.

Cerco una formula che, dato un numero finito di punti,

sia esatta per i polinomi di grado più alto possibile.

Finora le formule hanno usato punti equispaziati. Se

uso l’arbitrarietà che ho ancora nello scegliere xj posso

trovare formule che integrano polinomi di grado più alto.

Considero solo integrali tra �1 e 1. Ogni altro integrale

su di un intervallo finito può essere ricondotto a questo

con un cambio di variabili.

Se suppongo di conoscere i punti xj dove viene valutata

la funzione, posso risalire ai pesi wj per i quali deve

essere moltiplicato p(xj) per rendere esatto l’integrale.

Il sistema di N equazioni in N incognite wj

Z
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p(x)dx =

NX

j=1

wj · p(xj)

da’ una soluzione unica se si conderano i primi N monomi

1, x, x
2
, x

3
, . . . , x

N�1
e le loro combinazioni lineari, quindi

tutti i polinomi di grado inferiore a N .

Scegliendo del punti, xj, ad hoc, dove valutare la funzione, è possibile 
risalire ai pesi, wj, per rendere l’integrazione esatta.
Il sistema di N equazioni in N incognite (wj)

ha un’unica soluzione se p(x) è uno dei monomi del tipo 1,x,x2,x3,…xN-1 o 
una loro combinazione lineare, cioè un qualsiasi polinomio di grado inferiore 
ad N

à possiamo però usare l’arbitrarietà dei punti xj per integrare 
polinomi di grado superiore



Metodo di Gauss
Posso allora usare la scelta degli xj per integrare anche

polinomi di grado superiore.

Definisco i polinomi di Legendre Pn(x).

P0(x) = 1 P1(x) = x

nPn(x) = (2n� 1)xPn�1(x)� (n� 1)Pn�2(x)

Per n = 2:

2P2(x) = 3xP1(x)�P0(x) = 3x
2�1 =) P2(x) =

3

2
x
2�

1

2

Se p(x) è un polinomio di grado 2N � 1 posso scrivere

p(x) = q(x)PN(x) + r(x)

dove q(x) e r(x) sono rispettivamente quoziente e resto,

entrambi di grado N � 1.

Ne segue in particolare che:
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q(x)PN(x) dx+

Z
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r(x) dx
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Se p(x) è un polinomio di grado 2N � 1 posso scrivere

p(x) = q(x)PN(x) + r(x)

dove q(x) e r(x) sono rispettivamente quoziente e resto,

entrambi di grado N � 1.
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Se p(x) è un polinomio di grado 2N � 1 posso scrivere

p(x) = q(x)PN(x) + r(x)

dove q(x) e r(x) sono rispettivamente quoziente e resto,

entrambi di grado N � 1.

Ne segue in particolare che:
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Metodo di Gauss

Se:
• A(x) è un polinomio di grado M
• B(x) è un polinomio di grado N
è sempre possibile scrivere

dove:
• possiamo scegliere un R(x) di grado minore di N (i.e. N-1)
• Q(x) è di grado M-N

A(x) = B(x) ·Q(x) +R(x)
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Metodo di Gauss

Se:
• p(x) è un polinomio di grado M = 2N-1
• PN(x) è un polinomio di grado N
è sempre possibile scrivere

dove:
• r(x) è grado minore di N (i.e. N-1)
• q(x) è di grado M-N = 2N-1-N = N-1

Posso allora usare la scelta degli xj per integrare anche

polinomi di grado superiore.

Definisco i polinomi di Legendre Pn(x).

P0(x) = 1 P1(x) = x

nPn(x) = (2n� 1)xPn�1(x)� (n� 1)Pn�2(x)

Per n = 2:

2P2(x) = 3xP1(x)�P0(x) = 3x
2�1 =) P2(x) =

3

2
x
2�

1

2

Se p(x) è un polinomio di grado 2N � 1 posso scrivere

p(x) = q(x)PN(x) + r(x)

dove q(x) e r(x) sono rispettivamente quoziente e resto,

entrambi di grado N � 1.

Ne segue in particolare che:
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Z
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q(x)PN(x) dx+

Z
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r(x) dx



Metodo di Gauss

Se:
• p(x) è un polinomio di grado 2N-1
• PN(x) è un polinomio di grado N
è sempre possibile scrivere

dove:
• r(x) è grado minore di N (i.e. N-1)
• q(x) è di grado 2N-1-N = N-1

Ne segue che il nostro integrale può essere scritto come:

Posso allora usare la scelta degli xj per integrare anche

polinomi di grado superiore.

Definisco i polinomi di Legendre Pn(x).

P0(x) = 1 P1(x) = x

nPn(x) = (2n� 1)xPn�1(x)� (n� 1)Pn�2(x)
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3
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Se p(x) è un polinomio di grado 2N � 1 posso scrivere

p(x) = q(x)PN(x) + r(x)

dove q(x) e r(x) sono rispettivamente quoziente e resto,

entrambi di grado N � 1.
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Se p(x) è un polinomio di grado 2N � 1 posso scrivere

p(x) = q(x)PN(x) + r(x)

dove q(x) e r(x) sono rispettivamente quoziente e resto,

entrambi di grado N � 1.
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Metodo di Gauss

Sfrutto ora una particolare proprietà dei polinomi di Le-

gendre, quella di essere ortogonali a tutti i polinomi di

grado inferiore, cioè

Z
1

�1

q(x)PN(x) dx = 0 se q(x) è di grado inferiore a N

Z
1

�1

p(x) dx =

Z
1

�1

r(x) dx =

NX

k=1

wkr(xk)

L’integrazione del polinomio di grado 2N � 1 è ridotta

a quella di un polinomio di grado N � 1, che però non

conosco.

Uso l’arbitrarietà nello scegliere xj per liberarmi di r(x)

Poiché

p(x) = q(x)PN(x) + r(x)

Scelgo per xj i valori degli N zeri di PN(x), che esistono

e sono reali. Allora, dato che

p(xj) = q(xj)PN(xj) + r(xj) = r(xj)

trovo

Z
1

�1

p(x) dx =

NX

k=1

wkr(xk) =

NX

k=1

wkp(xk)

N

à



Metodo di Gauss

Sfrutto ora una particolare proprietà dei polinomi di Le-

gendre, quella di essere ortogonali a tutti i polinomi di

grado inferiore, cioè
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(*ricorda: utilzzando una somma su N termini si integra 
esattamente un polinomio di grado fino a N-1) 



Metodo di Gauss

Sfrutto ora una particolare proprietà dei polinomi di Le-

gendre, quella di essere ortogonali a tutti i polinomi di

grado inferiore, cioè
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Z
1

�1

p(x) dx =

Z
1

�1

r(x) dx =

NX

k=1

wkr(xk)

L’integrazione del polinomio di grado 2N � 1 è ridotta
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Poiché
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e sono reali. Allora, dato che

p(xj) = q(xj)PN(xj) + r(xj) = r(xj)

trovo

Z
1

�1

p(x) dx =

NX

k=1

wkr(xk) =

NX

k=1

wkp(xk)



Metodo di Gauss
• gli N xk sono gli zeri di PN(x) à tabulati
• si dimostra che anche gli wk non dipendono da p(x), q(x) e r(x) ma solo 

da PN(x):

che quindi possono essere calcolati, anch’essi, una volta per tutte e tabulati

wi =
2

(1� x2
i ) [P

0
n(xi)]

2 =
2
�
1� x2

i

�

(n+ 1)2 [Pn+1(xi)]
2
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Metodo di Gauss
• gli N xk sono gli zeri di PN(x) à tabulati
• si dimostra che anche gli wk non dipendono da p(x), q(x) e r(x) ma solo 

da PN(x) à tabulati

xk e wk a questo punto non dipendono da p(x), q(x) e

r(x), ma solo da PN(x) che sono funzioni fissate quando

si sceglie N e sono tabulate una volta per tutte.

Per una generica funzione f(x) si scriverà:
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NX

k=1

wkf(xk)

Questa formula a N punti è esatta per polinomi fino al

grado 2N � 1. Integra bene funzioni polinomiali o che

assomigliano a polinomi.

Non va usata con funzioni come: e
�x

ed e
�x

2

Per estremi di integrazione qualsiasi uso un cambia-

mento di variabile

Z
b

a

f(x) dx x =
a+ b

2
+

b� a

2
y

con �1  y  1, dx =
b� a

2
dy ottengo

Z
b

a

f(x) dx =
b� a

2

Z
1

�1

f(
a+ b

2
+

b� a

2
y) dy
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Metodo di Gauss
• gli N xk sono gli zeri di PN(x) à

tabulati
• si dimostra che anche gli wk non 

dipendono da p(x), q(x) e r(x) ma 
solo da PN(x) à tabulati



Metodo di Gauss
• gli N xk sono gli zeri di PN(x) à tabulati
• si dimostra che anche gli wk non dipendono da p(x), q(x) e r(x) ma solo 

da PN(x) à tabulati

Qui https://pomax.github.io/bezierinfo/legendre-gauss.html un codice
Mathematica per calcolare nodi e pesi e tutte le tabelle fino a n=64. Ho 
caricato qui Legendre-GaussQuadrature.nb (e su Unistudium) il foglio
Mathematica (rivisto e corretto):
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Metodo di Gauss
E qui il suo output:
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E qui il suo output:
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Metodo di Gauss
Il metodo visto è in realtà solo un caso particolare di una classe di 
“quadrature di Gauss”: quadratura di Legendre-Gauss. 
Introducendo una funzione positiva di “peso” dentro l’integranda e 
permettendo intervalli di integrazioni diversi da [-1, 1]:

esistono, per alcuni valori di a, b e ω, delle regole di integrazione simili a 
quelle di Legendre-Gauss (a=1, b=1, ω=1):

Z b

a
!(x)f(x)dx
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