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Sistemi di risoluzione di ODE

Vogliamo risolvere dei sistemi di equazioni differenziali
ordinarie (ODE)

(ci limitiamo a quelle che è possibile scrivere in forma 
normale)

una volta fornito un valore iniziale

(Problema di Cauchy)

y(x0) = y0, y
0(x0) = y1, . . . , y(n�1)(x0) = yn�1

y(n)(x) = f
⇣
x, y(x), y0(x), . . . , y(n�1)(x)

⌘

F
⇣
x, y(x), y0(x), . . . , y(n)(x)

⌘
= 0



Sistemi di risoluzione di ODE

Vogliamo risolvere dei sistemi di equazioni differenziali 
ordinarie (ODE)

“risolvere”:
-NON significa trovare una forma analitica per y(x);
-ci basta essere in grado di saper calcolare y(x+h) a 
partire da F e da x0,y0,y’(x0), etc…

F
⇣
x, y(x), y0(x), . . . , y(n)(x)

⌘
= 0

y(x+ h) = G(x0, y(x0), y
0(x0), . . . , y

(n�1)(x0), F )
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Sistemi di risoluzione di ODE
Limitiamoci anche ad equazioni del primo ordine

Per un’equazione differenziale di ordine N

possiamo introdurre le variabili ausiliarie

che è un sistema di equazioni del primo ordine

y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

y(n)(x) = f
⇣
x, y(x), y0(x), . . . , y(n�1)(x)

⌘

z1(x) = y(x), z2(x) = y0(x), . . . , zN (x) = y(N�1)(x)

z0(x) =

0

BBB@

z01(x)
...

z0N�1(x)
z0N (x)

1

CCCA
=

0

BBB@

y0(x)
...

y(N�1)(x)
y(N)(x)

1

CCCA
=

0

BBB@

z2(x)
...

zN (x)
f(x, z1(x), . . . , zN (x))

1

CCCA



Sistemi di risoluzione di ODE
Limitiamoci anche ad equazioni del primo ordine

che poi è il caso che tipicamente incontriamo 
”integrando” il moto e la dinamica

à

à

y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

ma = qvB

x = x0 + vt x0 = f(t, x(t)) =
1

t
(x� x0)

v0 = f(t, v(t)) =
qB

m
v



Metodo di Eulero

Sostituendo la derivata con il rapporto incrementale

à

scritto comunemente come

cioè      è un’approssimazione valida per la

soluzione dell’ODE,              , a                 

y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

y0(x) ⇡ y(x+ h)� y(x)

h
⇡ f (x, y(x))

y(x+ h) = y(x) + h · f (x, y(x))

yn+1 = yn + h · f (xn, yn)

yn ⇡ y(xn)

xn = x0 + nhyn ⇡ y(xn)



Metodo di Eulero - esempio

e si vuole “risolvere” per       .
(la soluzione “analitica” è banale:                 )

che, con h=1

à

y0(x) = f (x, y(x)) = y(x)

y(x) = ex
y(4)

yn+1 = yn + h · f (xn, yn)

f(x0, y0) = f(0, 1) = 1 h · f(y0) = 1 · 1 = 1

y(x0) = y0 = 1

y1 = y0 + hf(y0) = 1 + 1 · 1 = 2

y2 = y1 + hf(y1) = 2 + 1 · 2 = 4

y3 = y2 + hf(y2) = 4 + 1 · 4 = 8

y4 = y3 + hf(y3) = 8 + 1 · 8 = 16



Metodo di Eulero
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

à
y

x

- analitico
- metodo del punto 

medio
- metodo di Eulero

n en yn Δ
1 ~2.718 2 ~0.7
2 ~7.389 4 ~3
3 ~20.085 8 ~12
4 ~54.598 16 ~40

n en-en-1 yn-yn-1 Δ
1 ~1.7 1 ~0.7
2 ~4.7 2 ~2.7
3 ~12.7 4 ~8.7
4 ~34.5 8 ~26.5



Metodo di Eulero – Local Truncation Error

L’errore “locale” (nel singolo step), Local Truncation Error (LTE), 
lo possiamo stimare confrontando la soluzione numerica in uno step

con la soluzione esatta (sviluppo di Taylor)

à

y1 = y(x0) + h · f (x0, y(x0))

LTE = y(x0 + h)� y1 =
1

2
h
2
y
00(x0) +O(h3)

y(x0 + h) = y(x0) + hy
0(x0) +

1

2
h
2
y
00(x0) +O(h3)

y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Per bassi h, l’errore è proporzionale a h2



Metodo di Eulero – Local Truncation Error
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

à

Per bassi h, l’errore è proporzionale a h2

n en-en-1 yn-yn-1 Δ
1 ~1.7 1 ~0.7
2 ~4.7 2 ~2.7
3 ~12.7 4 ~8.7
4 ~34.5 8 ~26.5

LTE = y(x0 + h)� y1 =
1

2
h
2
y
00(x0) +O(h3)

à

dove abbiamo trascurato

Se ci fossimo fermati a

avremmo avuto un termine

che già da solo (senza i termini ancora successivi) ci porta già a ~0.7

1

2
h2y00(x0) =

1

2
12e0 = 0.5

O(h3)

O(h4)
1

3!
h3y000(x0) =

1

6
13e0 = 0.16̄



Metodo di Eulero – Local Truncation Error
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

à

Per bassi h, l’errore è proporzionale a h2

n en-en-1 yn-yn-1 Δ
1 ~1.7 1 ~0.7
2 ~4.7 2 ~2.7
3 ~12.7 4 ~8.7
4 ~34.5 8 ~26.5

LTE = y(x0 + h)� y1 =
1

2
h
2
y
00(x0) +O(h3)

à

~0.5              ~0.16      ~0.05

à ~ 0.7 ≃ η*0.5 = 1.4*0.5

à cioè l’errore totale (in questo caso) è 

1

2
h
2
y
00(x0) +O(h3) + · · ·

1

2
h2y00(x0) + 40%



Metodo di Eulero – Local Truncation Error
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

à

Per bassi h, l’errore è proporzionale a h2

n en-en-1 yn-yn-1 Δ
1 ~1.7 1 ~0.7
2 ~4.7 2 ~2.7
3 ~12.7 4 ~8.7
4 ~34.5 8 ~26.5

LTE = y(x0 + h)� y1 =
1

2
h
2
y
00(x0) +O(h3)

àOK: il primo termine “torna”!

E i termini successivi, yn+1? 

“Soffrono” di tre errori:

a) l’incremento, hy’(xn), è un’approssimazione (come per il 1° termine)
b) si incrementa a partire da un valore, yn, già “approssimato”;
c) per la derivata utilizziamo l’equazione da risolvere (y’=f(x,y) vs. 
(ex)’=ex), che è funzione di yn (cfr. punto b) invece che di xn (esatto)



Metodo di Eulero – Local Truncation Error
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

à

Per bassi h, l’errore è proporzionale a h2

n en-en-1 yn-yn-1 Δ
1 ~1.7 1 ~0.7
2 ~4.7 2 ~2.7
3 ~12.7 4 ~8.7
4 ~34.5 8 ~26.5

LTE = y(x0 + h)� y1 =
1

2
h
2
y
00(x0) +O(h3)

x

y

Cioè, in poche, parole, i successivi step 
“soffrono” anche degli errori fatti negli 
step precedenti



Metodo di Eulero – Local Truncation Error
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

à

Per bassi h, l’errore è proporzionale a h2

n en-en-1 yn-yn-1 Δ
1 ~1.7 1 ~0.7
2 ~4.7 2 ~2.7
3 ~12.7 4 ~8.7
4 ~34.5 8 ~26.5

LTE = y(x0 + h)� y1 =
1

2
h
2
y
00(x0) +O(h3)

Andiamo, quindi, a guardare l’errore 
commesso nei termini successivi:
-solamente sull’incremento (cioè 
“rimuovendo” il punto b), hf(x,y)

-calcolando la derivata “vera” (cioè 
“rimuovendo” il punto c)

h · f (xn, y(xn)) = h · y0(xn) = h · yn

h · f (xn, y(xn)) = h · y0(xn) = h · exn



Metodo di Eulero – Local Truncation Error
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

à

Per bassi h, l’errore è proporzionale a h2

n en-en-1 yn-yn-1 Δ
1 ~1.7 1 ~0.7
2 ~4.7 2 ~2.7
3 ~12.7 4 ~8.7
4 ~34.5 8 ~26.5

LTE = y(x0 + h)� y1 =
1

2
h
2
y
00(x0) +O(h3)

n en-en-1 h en-1 Δ
1 ~1.7 1 ~0.7
2 ~4.7 ~2.7 ~2
3 ~12.7 ~7.4 ~5.3
4 ~34.5 ~20.1 ~14.4



n en-en-1 h en-1 Δ
1 ~1.7 1 ~0.7
2 ~4.7 ~2.7 ~2
3 ~12.7 ~7.4 ~5.3
4 ~34.5 ~20.1 ~14.4

Metodo di Eulero – Local Truncation Error
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

à

Per bassi h, l’errore è proporzionale a h2

LTE = y(x0 + h)� y1 =
1

2
h
2
y
00(x0) +O(h3)

àOK
àOK
àOK
àOK

½ h2 y’’ 1.4*½ h2 y’’
0.5*1 0.7

~0.5*2.7 ~1.9
~0.5*7.4 ~5.2
~0.5*20.1 ~14.2

L’errore che si è commesso in questo esempio  “torna” con la 
formula ricavata (il "+40%" è valido solo in questo esempio specifico)



Metodo di Eulero
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

y

x

- analitico
- metodo del punto 

medio
- metodo di Eulero

riducendo il passo, 
l’accuratezza migliora

h e4 Eulero Δ
1 ~54.598 16 ~40

0.25 ~54.598 ~35.53 ~19
0.1 ~54.598 ~45.26 ~9
0.05 ~54.598 ~49.56 ~5
0.025 ~54.598 ~51.98 ~2.6
0.0125 ~54.598 ~53.26 ~1.3



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
x

0

10
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40

50

60y

Eulero (h=1.0)
Eulero (h=0.5)
Eulero (h=0.25)
Eulero (h=0.125)
Eulero (h=0.0625)
Eulero (h=0.03125)
exp(x)

Metodo di Eulero
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1



Metodo di Eulero – Global Truncation Error

- il numero di step è:                  che è 
proporzionale a h-1

- l’errore in ogni step è proporzionale a h2

à ci si può convincere facilmente che l’errore 
totale è proporzionale a h

(x� x0)/h

y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0



Metodo di Eulero – Global Truncation Error

OK: almeno per bassi h, l’errore è proporzionale a h

h
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Er
ro
re

0
5

10
15
20
25
30
35
40

 / ndf 2c  1.575 / 3

Prob   0.6651

p0        0.4606± 1.036 
p1        3.741± 73.66 

 / ndf 2c  1.575 / 3

Prob   0.6651

p0        0.4606± 1.036 
p1        3.741± 73.66 

h e4 Eulero Δ

1 ~54.598 16 ~40

0.25 ~54.598 ~35.53 ~19

0.1 ~54.598 ~45.26 ~9

0.05 ~54.598 ~49.56 ~5

0.025 ~54.598 ~51.98 ~2.6

0.0125 ~54.598 ~53.26 ~1.3



Metodo di Eulero

Un “punto” debole del metodo di Eulero è quello di non essere 
simmetrico rispetto allo step:

viene utilizzata la “direzione” (i.e la derivata), solamente nel 
punto iniziale dello step

16.1 Runge-Kutta Method 711
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Figure 16.1.1. Euler’s method. In this simplest (and least accurate) method for integrating an ODE,
the derivative at the starting point of each interval is extrapolated to find the next function value. The
method has first-order accuracy.
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Figure 16.1.2. Midpoint method. Second-order accuracy is obtained by using the initial derivative at
each step to find a point halfway across the interval, then using the midpoint derivative across the full
width of the interval. In the figure, filled dots represent final function values, while open dots represent
function values that are discarded once their derivatives have been calculated and used.

idea. By far the most often used is the classical fourth-order Runge-Kutta formula,
which has a certain sleekness of organization about it:

k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn +
h

2
, yn +

k1

2
)

k3 = hf(xn +
h

2
, yn +

k2

2
)

k4 = hf(xn + h, yn + k3)

yn+1 = yn +
k1

6
+

k2

3
+

k3

3
+

k4

6
+O(h5) (16.1.3)

The fourth-order Runge-Kutta method requires four evaluations of the right-
hand side per step h (see Figure 16.1.3). This will be superior to the midpointmethod
(16.1.2) if at least twice as large a step is possiblewith (16.1.3) for the same accuracy.
Is that so? The answer is: often, perhaps even usually, but surely not always! This
takes us back to a central theme, namely that high order does not always mean
high accuracy. The statement “fourth-order Runge-Kutta is generally superior to
second-order” is a true one, but you should recognize it as a statement about the



Metodo del punto medio

Nel metodo del punto medio si utilizza anche l’informazione 
(della derivata) in un punto centrale allo step

Un metodo è quello di utilizzare la derivata nel punto iniziale (1
e 3), per stimare la y nel punto medio (2 e 4) e usare questa per 
valutare y’(x+h/2), che viene utilizzata come derivata per arrivare 
all’inizio dello step successivo (3 e 5)

16.1 Runge-Kutta Method 711
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Figure 16.1.1. Euler’s method. In this simplest (and least accurate) method for integrating an ODE,
the derivative at the starting point of each interval is extrapolated to find the next function value. The
method has first-order accuracy.
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Figure 16.1.2. Midpoint method. Second-order accuracy is obtained by using the initial derivative at
each step to find a point halfway across the interval, then using the midpoint derivative across the full
width of the interval. In the figure, filled dots represent final function values, while open dots represent
function values that are discarded once their derivatives have been calculated and used.

idea. By far the most often used is the classical fourth-order Runge-Kutta formula,
which has a certain sleekness of organization about it:

k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn +
h

2
, yn +

k1

2
)

k3 = hf(xn +
h

2
, yn +

k2

2
)

k4 = hf(xn + h, yn + k3)

yn+1 = yn +
k1

6
+

k2

3
+

k3

3
+

k4

6
+O(h5) (16.1.3)

The fourth-order Runge-Kutta method requires four evaluations of the right-
hand side per step h (see Figure 16.1.3). This will be superior to the midpointmethod
(16.1.2) if at least twice as large a step is possiblewith (16.1.3) for the same accuracy.
Is that so? The answer is: often, perhaps even usually, but surely not always! This
takes us back to a central theme, namely that high order does not always mean
high accuracy. The statement “fourth-order Runge-Kutta is generally superior to
second-order” is a true one, but you should recognize it as a statement about the



Metodo del punto medio
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Per poter calcolare
y’(xn+h/2)

dobbiamo di nuovo utilizzare l’equazione
da risolvere

y’ = f(x, y(x))

cioè ci serve di sapere
y(xn+h/2)

Come? 



Metodo del punto medio
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Possiamo fare due scelte:
- calcolare la y(x0+h/2) usando la derivata nel punto 
iniziale (i.e. il metodo di Eulero):

- calcolare il punto medio su y, sul quale valutare la 
derivata, che implica usare una formula “ricorsiva”:

yn+1 = yn + hf

✓
xn +

h

2
, yn +

h

2
f(xn, yn)

◆

yn+1 = yn + hf

✓
xn +

h

2
,
1

2
(yn + yn+1)

◆



Metodo del punto medio
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Possiamo fare due scelte:
- metodo esplicito del punto medio (o di Eulero

modificato):

- metodo implicito del punto medio:

yn+1 = yn + hf

✓
xn +

h

2
,
1

2
(yn + yn+1)

◆

yn+1 = yn + hf

✓
xn +

h

2
, yn +

h

2
f(xn, yn)

◆



Metodo del punto medio
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Si dimostra che, a causa della simmetria del metodo, 
rispetto a x, tutti i termini di grado pari in h (i.e. h2), 
dell’errore locale, si cancellano e quindi l’errore locale 
del metodo è di

quindi, per hà0, l’errore diminuisce più rapidamente 
che nel metodo di Eulero

O(h3)



Metodo del punto medio - esempio
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

- metodo esplicito del punto medio:

- metodo implicito del punto medio:

yn+1 = yn + hf

✓
xn +

h

2
, yn +

h

2
f(xn, yn)

◆

yn+1 = yn + h

✓
yn +

h

2
f(xn, yn)

◆
= yn + hyn +

h2

2
yn

yn+1 = yn + hf

✓
xn +

h

2
,
1

2
(yn + yn+1)

◆

yn+1 = yn + h

✓
1

2
(yn + yn+1)

◆
= yn +

h

2
yn +

h

2
yn+1

yn+1 =
1 + h

2

1� h
2

yn



Metodo del punto medio
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

- metodo esplicito del punto medio, h=1:

- metodo implicito del punto medio, h=1:

yn+1 = 3 yn

yn+1 = 2.5 yn



Metodo del punto medio
y0(x) = f (x, y(x)) = y(x) y(x0) = y0 = 1

x
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90
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MidpointEsplicito
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Metodo Runge-Kutta (RK4)

Nel metodo Runge-Kutta (in realtà: Runge-Kutta del quarto 
ordine, “RK4”)

Si utilizza la derivata nel punto iniziale, due volte la derivata nel 
punto medio (ciascuna stimata con una diversa approssimazione 
e pesata il doppio) e la derivata nel punto finale

712 Chapter 16. Integration of Ordinary Differential Equations
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Figure 16.1.3. Fourth-order Runge-Kutta method. In each step the derivative is evaluated four times:
once at the initial point, twice at trial midpoints, and once at a trial endpoint. From these derivatives the
final function value (shown as a filled dot) is calculated. (See text for details.)

contemporary practice of science rather than as a statement about strict mathematics.
That is, it reflects the nature of the problems that contemporary scientists like to solve.

For many scientific users, fourth-order Runge-Kutta is not just the first word on
ODE integrators, but the last word as well. In fact, you can get pretty far on this old
workhorse, especially if you combine it with an adaptive stepsize algorithm. Keep
in mind, however, that the old workhorse’s last trip may well be to take you to the
poorhouse: Bulirsch-Stoer or predictor-corrector methods can be very much more
efficient for problems where very high accuracy is a requirement. Those methods
are the high-strung racehorses. Runge-Kutta is for ploughing the fields. However,
even the old workhorse is more nimble with new horseshoes. In §16.2 we will give
a modern implementation of a Runge-Kutta method that is quite competitive as long
as very high accuracy is not required. An excellent discussion of the pitfalls in
constructing a good Runge-Kutta code is given in [3].

Here is the routine for carrying out one classical Runge-Kutta step on a set
of n differential equations. You input the values of the independent variables, and
you get out new values which are stepped by a stepsize h (which can be positive or
negative). You will notice that the routine requires you to supply not only function
derivs for calculating the right-hand side, but also values of the derivatives at the
starting point. Why not let the routine call derivs for this first value? The answer
will become clear only in the next section, but in brief is this: This call may not
be your only one with these starting conditions. You may have taken a previous
step with too large a stepsize, and this is your replacement. In that case, you do not
want to call derivs unnecessarily at the start. Note that the routine that follows
has, therefore, only three calls to derivs.

#include "nrutil.h"

void rk4(float y[], float dydx[], int n, float x, float h, float yout[],
void (*derivs)(float, float [], float []))

Given values for the variables y[1..n] and their derivatives dydx[1..n] known at x, use the
fourth-order Runge-Kutta method to advance the solution over an interval h and return the
incremented variables as yout[1..n], which need not be a distinct array from y. The user
supplies the routine derivs(x,y,dydx), which returns derivatives dydx at x.
{

int i;
float xh,hh,h6,*dym,*dyt,*yt;

dym=vector(1,n);
dyt=vector(1,n);



Metodo Runge-Kutta del 4° ordine (RK4)
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

yn+1 = yn + h
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

La funzione alla fine dello step (n+1)-esimo è data, al solito, da 
quella n-esima, incrementata di h volte la media pesata (con 
somma dei pesi =6) di 4 diverse valutazioni della derivata y’=f(x,y)

Con:



Metodo Runge-Kutta del 4° ordine (RK4)
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

yn+1 = yn + h
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

- ß è la derivata utilizzata nel metodo di Eulero

- ß è la derivata utilizzata nel
metodo del punto medio
esplicito

- ß è la derivata calcolata nel
punto medio utilizzando il
metodo del punto medio
per stimarla

- ß è la derivata nel punto di arrivo
utilizzando la seconda stima
della derivata nel punto medio



Metodo Runge-Kutta del 4° ordine (RK4)
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

yn+1 = yn + h
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

- il metodo è esplicito

- la media pesata è fatta dando maggior peso (doppio) ai due 
termini con la derivata nel punto medio

- se la f(x,y) è indipendente da y (f(x,y)=f(x)), cioè il problema si
riconduce ad un semplice integrale, il metodo coincide con la 
formula di Simpson (cfr.: A=1/3, B=4/3, C=1/3)

- l’errore locale è di ordine

- l’errore globale, al solito, è una potenza di h peggiore dell’errore
locale (ecco perchè Runge-Kutta del quarto ordine):
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Metodo Runge-Kutta del 4° ordine (RK4)



Metodi Runge-Kutta espliciti
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0
Il RK4 è solamente uno di una famiglia di metodi Runge-Kutta 
espliciti, generalizzabili come:

Con:



Metodi Runge-Kutta espliciti
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

II valori della matrice [aij], 
dei pesi bi e dei nodi ci, sono
spesso “tabulati” sotto 
forma di Butcher tableau



Metodi Runge-Kutta espliciti
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Il metodo è consistente (*) se:

-

-

(* la derivata numerica approssima quella analitica)



Metodi Runge-Kutta espliciti
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

RK4



Metodi Runge-Kutta espliciti
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Eulero



Metodi Runge-Kutta espliciti
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Punto medio esplicito



Metodi Runge-Kutta
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Il Butcher tableau è utilizzabile
anche per i metodi non 
espliciti: per quelli espliciti
però, la matrice ha la 
proprietà di essere
“triangolare inferiore”



Metodi Runge-Kutta espliciti
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0
Un metodo di ordine N, quindi, in generale, darà un errore locale

che sapremmo calcolare a priori solo se conoscessimo y(x) (e la 
sapessimo derivare…), e un errore globale

per calcolare il quale dovremmo calcolare il LTE in ogni nodo (l’x0
nella formula dell’LTE)
à non è “banale” definire lo step (i.e. h) in base all’accuratezza
richiesta



Metodi Runge-Kutta adattivi
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Un modo per ovviare al problema è quello di stimare l’errore
durante la “propagazione” e utilizzare questa stima per adattare la 
step size (i.e. h) in base all’accuratezza richiesta

Tipicamente, in un metodo di ordine N, con LET proporzionale a 
N+1, e step size h, si utilizza anche un secondo metodo, o di 
ordine più alto o con step size ridotta, e la stima dell’accuratezza
viene fornita dalla discrepanza fra i due risultati



RK4 + step doubling 
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

La tecnica più “immediata” è quella della duplicazione dello step 
(i.e. step doubling), Ogni step viene fatto due volte:
- una volta “normalmente”, RK4 con step size 2h;

- una volta “in due metà”, 2 volte RK4 con step size h;

Quanto ci costa “più” computazionalmente? Cioè, quante volte in 
più dobbiamo valutare f(x,y)?
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Figure 16.2.1. Step-doubling as a means for adaptive stepsize control in fourth-order Runge-Kutta.
Points where the derivative is evaluated are shown as filled circles. The open circle represents the same
derivatives as the filled circle immediately above it, so the total number of evaluations is 11 per two
steps. Comparing the accuracy of the big step with the two small steps gives a criterion for adjusting the
stepsize on the next step, or for rejecting the current step as inaccurate.

popularity of the classical fourth-order method: It seems to give the most bang
for the buck. However, Fehlberg discovered a fifth-order method with six function
evaluations where another combination of the six functions gives a fourth-order
method. The difference between the two estimates of y(x + h) can then be used as
an estimate of the truncation error to adjust the stepsize. Since Fehlberg’s original
formula, several other embedded Runge-Kutta formulas have been found.

Many practitioners were at one time wary of the robustness of Runge-Kutta-
Fehlberg methods. The feeling was that using the same evaluation points to advance
the function and to estimate the error was riskier than step-doubling, where the
error estimate is based on independent function evaluations. However, experience
has shown that this concern is not a problem in practice. Accordingly, embedded
Runge-Kutta formulas, which are roughly a factor of two more efficient, have
superseded algorithms based on step-doubling.

The general form of a fifth-order Runge-Kutta formula is

k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn + a2h, yn + b21k1)

· · ·

k6 = hf(xn + a6h, yn + b61k1 + · · · + b65k5)

yn+1 = yn + c1k1 + c2k2 + c3k3 + c4k4 + c5k5 + c6k6 +O(h6)

(16.2.4)

The embedded fourth-order formula is

y⇤n+1 = yn + c⇤1k1 + c⇤2k2 + c⇤3k3 + c⇤4k4 + c⇤5k5 + c⇤6k6 + O(h5) (16.2.5)

and so the error estimate is

� ⌘ yn+1 � y⇤n+1 =
6X

i=1

(ci � c⇤i )ki (16.2.6)

The particular values of the various constants that we favor are those found by Cash
and Karp [2], and given in the accompanying table. These give a more efficient
method than Fehlberg’s original values, with somewhat better error properties.



RK4 + step doubling 
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Quanto ci costa “più” computazionalmente? Cioè, quante volte in più
dobbiamo valutare f(x,y)?
Ogni step ci “costa” 4 valutazioni di f(x,y)

- 4 per lo step con step size 2h;
- 4 per ciascuno (i.e. x2) degli step con step size h;

à 12 valutazioni
In realtà la valutazione iniziale di f(x,y), dello step 2h e del primo step 
h, è la stessa
à 11 valutazioni
Questo è da confrontare con le 8 valutazioni complessive dei due 
step h (l’accuratezza guadagnata deve essere almeno quella con step 
size dimezzata!)
à 11 rispetto a 8 valutazioni



RK4 + step doubling 
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Come la stimiamo l’accuratezza, però?

Troviamo, di nuovo, una soluzione in serie di Taylor, per i due step:

dove:
- y2h è la soluzione approssimata, usando uno step 2h;

- yh è la  soluzione approssimata, usando due step h;
- φ è di ordine di grandezza (1/5!)*y(5)(x);

- la seconda forma ha 2 volte h5 perchè vengono fatti 2 step;



RK4 + step doubling 
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

La differenza fra le due stime

è la grandezza da “tenere d’occhio” (i.e. da “aggiustare” in base 
all’accuratezza richiesta), agendo su h.

Quindi in un metodo adattivo uno va a “giocare” sullo step size h, in 
modo da portare Δ all’accuratezza richiesta



RK4 + step doubling 
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Adesso potremmo pensare di risolvere il sistema (moltiplicando la 
seconda per 16 e sottrandoci la prima), ovviamente ignorando i
termini O(h6)

ottenendo così una stima di y al quint’ordine:

Questa è un metodo al quint’ordine (i.e. errore locale di ordine h6), 
ma di cui non abbiamo controllo sull’errore



RKn + RKn-1

y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0
L’altro metodo consiste:

- nell’utilizzare un metodo di ordine n
insieme ad uno di ordine n-1;

- utilizzare due metodi che condividano i 
termini ki (cioè abbiano gli stessi nodi e le 
stesse valutazioni di f(x,y)), per motivi 
anche puramente computazionali

Extended Butcher tableau



RKn + RKn-1

y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Extended Butcher tableau

Il valore di s indica quanti “stadi” ha un 
metodo e, tipicamente (ma non è una regola!):
- un metodo con s stadi è di ordine s

- ogni stadio “non utilizzato” (i.e. bi=0) fa 
scendere l’ordine di 1 (questo, ad esempio 
NON è vero per il metodo del midpoint) 



RKn + RKn-1

y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

In questo caso la stima dell’accuratezza è data da:

che è la grandezza da “monitorare” (agendo su h) per ottenere 
l’accuratezza desiderata



Runge-Kutta-Fehlberg
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

La tecnica è stata sviluppata da Fehlberg che ha identificato un set di 
parametri (tabulati in un Butcher tableau) per avere un metodo con 
ordine 4 e uno con
ordine 5

ordine 5
ordine 4



RKn + RKn-1 di ordine più basso
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Il più semplice combina il metodo di Eulero (ordine 1) con il metodo 
di Heun (ordine 2, come il metodo del punto medio, ma utilizza 
derivata nel punto iniziale e derivata nel punto finale)

ordine 2

ordine 1



RKn + RKn-1 Cash-Carp
y0(x) = f (x, y(x)) y(x0) = y0

Oppure, sempre 4° e 5° ordine, il metodo Cash-Carp:

ordine 4
ordine 5


