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Segnali e Sistemi di Acquisizione

Segnale Rumore Sistema DAQ
Suono di un strumento Brusio del pubblico Sala di incisione
Trasmissione radiofonica Segnale del cellulare Registratore
Movimenti di un vigile Persone a passeggio Occhio e cervello
guidatore
Voce del professore Chiacchere degli studenti Occhio e cervello degli
studenti

SEGNALE: Grandezza fisica variabile nel tempo a cui & associata una
informazione

RUMORE: Variazione di una grandezza fisica non associata a una
informazione

SISTEMA DAQ: Sistema per rivelare/acquisire e meorizzare la variazione
di una grandezza fisica




Segnali a:
tempo continuo: x(t), t reale
tempo discreto: x[t], t intero

Classificazione dei segnali

Segnali a:

OFRLNWkArOOION

LI R A U
O~NO A, WNPE

ampiezza continua

ampiezza discreta

VE 12 a2 -

i i i i i i (S AR
i I i v il [ T
: i i e

i .vz | ys

. | e
i oy iy : = = i YA/_-_‘:,_\ FaEE ohend P B

o S dmE

'k }\ | li\ l!k i A | B ’\3 »

T continuo

T discreto

A continua

Analogico

Campionato

A discreta

Digitale




Classificazione dei segnali

Segnali periodici:
x(t) = x(t + Tp)
To periodo

0o = 1/Tp

X(t) 4

segnale analogico periodico

frequenza portante

Segnali deterministici:

* univocamente determinabile se
noti i valori delle variabili
indipendenti (tempo):

Segnali aleatori:

* “imprevedibili” conoscibili
solamente a posteriori,
misurandoli. A priori sono note solo
proprieta generali del sistema;
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Potenza di un segnale

<+> : Potenza elettrica: p(t) = Ri? (2)
v B R + 00
Energia elettrica: | — / R 2 (t) dt

— OO

Al segnale “corrente” i(t) & associata una potenza o< i-(t)
Estendiamo il concetto di potenza ed energia a un segnale generico



Potenza di un segnale

<+> : Potenza elettrica: p(t) = Ri? (?)
vi R +o00
Energia elettrica: | — / R 2 (t) dt

— OO

Potenza istantanea: p, (t) =" (t) :U(t) = |$(t)|2

\/\\/\V Energia del segnale: [, = /_ ;OO 2(¢)?] dt

(La normalizzazione si ricava dal contesto fisico)

Tutti i segnali fisici portano energia finita.

. . . x(t) |t <T)/2
Definizione generale di potenza (per segnali “troncati) rr(t) = :

0 ¢+ altrimenti
(t) = li Ba _ oy +T/2! (t)°|dt -
o 1111 — —



Valori notevoli di un segnale

Valore di picco-picco Valore di picco

—
AR YA Y A Y £ \; a]o-re efficace
Valore medio
= = =
h 4
periodo periodo periodo
B hr hll 7
1 [+T/2
Valore medio: T = lim — / x(t) dt (componente “continua”)
T— 00 T —T/2
Valore efficace: ZT.rf = (Px) (“RMS” — Root mean square)

Valore efficace = Valore medio che dovrebbe assumere un segnale costante per
avere la stessa potenza del segnale dato

r=Asin(t) =T =0; Topr=A/V2



Segnali Periodici

1
z(t) =z(t+To); Jo= =
1o
Segnali periodici: x(t) segnale analogico periodico
z(t) = x(t + Tp)
Tp periodo
fo=1/Ty
frequenza portante 0 -
A P To 2T, n T, t
L &t Pp= P d
T = — x(t) dt = — x(t t
7y ) n "0 2=y | gy 170

(NB: segnali periodici generici e non fisici possono avere energia infinita ma potenza finita)

SVILUPPO IN SERIE DI FOURIER: ogni segnale reale e periodico puo essere
espresso come sommatoria di oscillazioni sinusoidali di ampiezza, fase e
frequenza determinate

x(t) = aqg + a1 cos(wlt —+ ¢1) —+ a9 COS(wgt —+ ¢2) + ...

WE = 27T]€f() Frequenze: multipli interi della frequenza portante o
fondamentale



Sviluppo in Serie di Fourier per Segnali Periodici

e

termine “continuo”

x(t) = lim Sy(t)
N — o0

Sn (t) “Serie” di Fourier

troncata all’ N-esima

armonica

k=1 |

Z Ay cos(2mk fot + ¢r)

}
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Sviluppo in Serie di Fourier per Segnali Periodici

r(t) = Ag + 2 Z Ay cos(2mk fot + ¢x)

|

termine “continuo” k-esima oscillazione armonica (o “armonica”)

x(t)
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Sviluppo in Serie di Fourier per Segnali Periodici

x(t) = Ag + 2 Z Ag cos(2mk fot + ¢ ) Forma “polare” della serie di Fourier

k=1 0
v = 2rkfot - x(t) = Ao + 2 Z Ay, cos(Ck + o)
k=1

i(C+or) + e—i(Ck-ku)

Qf(t) :A0+22AkCOS(<k+¢k> :AQ—l-QZAk c

2
k=1 k=1 : .
\ it | o
cos(x) = 5

oo oo
x(t) = Ag + Z Ay €Sk eiPr 4 Z Ay e ke 10k

k:;l k:_zll ! S — k‘ — —k
iCh i iCn  —ig_ — = —C—k
— Ay + AkeCke <b/<:_|_ A_k€+ Ck o= 10—k Ck
]; k_z_oo (. = 27k fot

X = A 6i¢k" k=1,2,...,+0c0
X =A_4 P —00, ..., —2,—1

o0 —1 400
a:(t) = Xo + ZX"C eiCk + Z Xy etk — Z X& 2Tk fot

k=1 k=—o0 k=—o0
Forma “complessa” della serie di Fourier



Sviluppo in Serie di Fourier per Segnali Periodici (2)

x(t) = Ag + 2 Z Ag cos(2mk fot + ¢ ) Forma “polare” della serie di Fourier
k=1

x(t) = Ao+ 2 Z Ay, [cos (2mk fot) cos ¢x — sin (27k fot) sin ¢y ]
k=1
Forma “rettangolare” della serie di Fourier

- il termine di fase, ®,, di fatto pud essere assorbito in un termine di sviluppo con
il sin



Sviluppo in Serie di Fourier per Segnali Periodici

Determiniamo ora una espressione per il calcolo del coefficiente X,,, andando

ad anti-trasformare:

+To/2

+To/2

Loo +To/2

/ iB(t) 6—i27rnf0t dt = / Z Xk ei27ﬂ<¢fot e—i27‘rnfot dt = Z Xk / ei27‘r(k5—n)fot dt

+o00
—To/2 ~Tp/2 F=7
+To /2 '
/ pi2m(k—n) fot 34 — expli2m(k —n) fot]
ZQﬂ'(k - n)fo
—To/2
sinfr(k—n)] _ [0, k#n =
rk—n)fo \|To k=n =1
g 0.8
I
3
(CJ 0.4
B
0.2
0.0-
-02—

sinc = cardinal sine

+T0/2

Ty/2

k=—o0

_ Ty /2
_sin[n(k —n)] sin(a) = _2:
m(k —n)fo foTp = 1

0.6~

-0.4



Sviluppo in Serie di Fourier per Segnali Periodici

Determiniamo ora una espressione per il calcolo del coefficiente andando

ad anti-trasformare:

+To/2

+To/2

Loo +To/2

/ lU(t) 6—2’2075 dt = / Z Xk ei27rkrfot e—i27‘rnfot dt = Z Xk / ei27‘r(k5—n)fot dt

+o00
“To/2 Ty /2 k=700
+To /2 '
/ pi2m(k—n) fot 34 — expli2m (k — n) fot]
ZQﬂ'(k - n)f()
—To/2
sinfr(k—n)] _ [0, k#n =
rk—n)fo \|To k=n =1
g 0.8
I
3
(:J 0.4
£ i
0.2
0.0-
-0.2

sinc = cardinal sine

+T0/2

Ty/2

k=—o0

_ Ty /2
_sin[n(k —n)] sin(a) = _2:
m(k —n)fo foTp = 1

0.6~

-0.4



Sviluppo in Serie di Fourier per Segnali Periodici

Determiniamo ora una espressione per il calcolo del coefficiente X,,, andando

ad anti-trasformare:

+T0 /2 +To/2 | . T2
/ $(t) €—i27rnfot dt = / Z Xk ei27rkrfot e—i27rnfot dt = Z XU / ei27‘r(k:—n)f0t dt
—To/2 ~To/2 F=7 F==co | _1,/2
+T0/2 . T . . eia . e—ia
/ pi2m(k—n)fot 34 expli2m(k — n) fot] +To/2 _ sin[m(k —n)] sin(a) = 5
a i27(k — n) fo Ty /2 m(k —n)fo AT = 1
sinfr(k—n)]  J0, k#n = 1.2
7T(k_n)fO B o k=n \2/ S 1'0;
3> 08}
I el
? ek
sl A
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Sviluppo in Serie di Fourier per Segnali Periodici

Determiniamo ora una espressione per il calcolo del coefficiente X,,, andando
ad anti-trasformare:

1Ty /2 1Ty /2 1Ty /2

+00 T

/ $(t) €—i27rnfot dt = / Z Xk ei27rkrfot e—i27rnfot dt = Z Xk / ei27‘r(k:—n)fot dt
—To /2 Ty /2 k=700 k=—co g\
+TO/2 eia . e—ia
: +Th/2 . . B
/ eiQW(k—n)fot dt — eXp[’LQﬂ'(k — 'n/)fot] 0o/ _ Sln[ﬂ'(k - n)] Sln(Oé) = 9
2o 2n(k—n)fo |_pn  w(k—n)fo PR
—1o
sinfr(k—n)] |0, k#n = 1.2
7T(k_n)fO o k=n \2/ S 1'0:
g 0.8}
I 0.6 T—
3 L
g 04
= I
0.2
0.0_
-042:
0.4 i | | | | | J |

sinc = cardinal sine



Sviluppo in Serie di Fourier per Segnali Periodici

Determiniamo ora una espressione per il calcolo del coefficiente X,,, andando
ad anti-trasformare:

+To/2 +To/2 | o Ty /2
/ ZC(t) €—i27rnf0t dt = / Z ch ei27rkrfot e—i27‘rnfot dt = Z Xk / ei27‘r(k5—n)fot dt
—To/2 Ty /2 k=700 k=—co g\
+T0/2 . eioz . e—ia
i2m(k—n) fot . exp[z'27r(k — ’n)fot] +10/2 o Sin[ﬂ'(k — n)] Sln(a) = 5
) W= otk ~ a(k !
. i27(k —n) fo Ty /2 m(k —n)fo AT = 1
sinfr(k—n)] O, k#n
7T<k o n)fO B To k=n
/ x(t) 6—i27rnfot dt = Z Xk / 6i27r(k—n)f0t dt — XnTO
—Ty/2 k=—o0 —Ty/2
+T0/2
1 .
Xn — TO / CE(t) e—ZQanot dt

Ty /2



Sviluppo in Serie di Fourier per Segnali Periodici

Forma complessa della trasformata di Fourier

B +T0/2 . . .
1 _ equazione di ANALISI: studio del
X = — x(t) 6—327ka0t dt contenuto in frequenza del segnale
1o
— _T0/2
(X) = =
. 27k fot equazione di SINTESI: ricostruzione

CE(t) — E Xpe del segnale a partire dalle sue

- k=—00 armoniche
r(t) <— Xy

La conoscenza del segnale x(t) nel dominio temporale € equivalente alla
conoscenza della successione dei termini di Fourier nel dominio delle frequenze



Sviluppo in Serie di Fourier per Segnali Periodici

+To /2
Xk:TiO / x(t) e 2Tk ot 4t
Ty /2
o0
r(t) = Z X, el2mk ot
k=—0o0

Che dimensioni fisiche ha X ?

- 'argomento dell'esponenziale (chiamiamola A) deve essere adimensionale! - ok!

- 1/T, per l'integrale in dft:

+T0/2
1
X = — t)A dt
T T / “(t)A
Ty /2

—> stesse dimensioni di x(t)



Equazione di sintesi per segnali periodici

©.@
_ 527k fot equazione di SINTESI: ricostruzione
ZIZ(t) — E Xk € del segnale a partire dalle sue
k=— oo armoniche

Prevede I'uso di infinte armoniche per ricostruire il segnale (non fisico).
In generale possiamo ricostruire segnali a partire da un numero FINITO di armoniche.

Dal criterio di convergenza delle serie sappiamo pero che

O
> Xy el < 0o = lim | Xy| =0
k— o0
k=—0o0
cioé 'ampiezza delle armoniche con frequenze “alte” deve risultare trascurabile rispetto
allampiezza delle armoniche a frequenze “basse”.



Segnali fisici e segnali ideali

x(t) A x(t) A
Segnale fisico Segnale ideale
A A
>
TO t TO

Segnali fisici spesso approssimati da segnali ideali (piu semplici, ma non fisici).
Chi ne garantisce la possibilita dello sviluppo in frequenza?
Criterio di Dirichlet:

Un segnale x(t) puo essere sviluppato in serie di Fourier se valgono
+T15/2

 X(t) e assolutamente integrabile nel suo periodo / lz(t)|dt < oo
—Ty/2

» X(t) & continua o presenta un numero finito di discontinuita di primo tipo

» X(t) &€ derivabile rispetto a t escluso al piu un numero finito di punti

<

x(t) presenta un numero finito di massimi € minimi



Proprieta

Linearita:
x(t) <= Xi

y(t) < Y }Zk:an + bYy
z(t) =ax(t) + by(t)

Simmetria Hermitiana:
X_p = X];k < |X]€‘ = |X_k|
arg(Xy) = —arg(X_y)

« Definisce la simmetria degli spettri in ampiezza e fase



Spettri di segnali notevoli

x(t) = Acos(27 fot)

x(t) = Ag + 2 Z Ay, cos(2mk fot + o)

: X =A, e k=1.2. .. 400
. ]27ka0t k k . g &y ’
p(t)= > Xpe Xp=A pe % k=—oo,.. —2 —1

k=—00

Ay =A)2, ¢1=0; Ay, dp =0k #1
X1 =A/2, X_1= A2 Xp, ¢ =0k #1

arg(Xy)

Ny

Y
®
®
Y

—fo fo f —Jo Jo J




Spettri di segnali notevoli

7

x(t) = Asin(2w fot) = A cos(2m fot — 5)

x(t) = Ag + 2 Z Ay cos(2mk fot + ¢x)

: X, =A, e k=12 .. 400
o J27ka0t k k . g &y ’
o) = Y Xype Xp=A pe % k=—oo,.. —2 —1
k=—o00 -

A= Af2 61= 0 Ak, b =0VE#1
X1 =A/2e772, X_1 =A/2e2; Xj, ¢p=0Vk #1

arg(Xy)

—fo fo f —Jo ‘ J;

o3




Segnali pari e dispari
* Un segnale e pari se x(t) = x(-t)

— X=Xy

 Un segnale € dispari se x(t) = -x(-t)
— X, =-X,



Segnali pari e dispari

* Un segnale e pari se x(t) = x(-t)
- X=Xy
esempio: cos

X, =X,=A/2 (reali

 Un segnale € dispari se x(t) = -x(-t)
—_ Xk = - X—k
esempio: sin

X, =A2 e™2 X =A/2 e"™ (immaginari puri)



Segnali pari e dispari

Un segnale e pari se x(t) = x(-t)
- X=Xy
o
x(t) = Z X, el2mkfot
k=—o0

siccome X, e reale:

o0 —1
x(t) = Xo + Z X, ef2mkfot | Z X, ei2mkfot
k=1 k=—o0
siccome X = - X,

CC(t) — XO + Z Xk (€j27rkfot T 6—j27rkf0t) — XO + 2 Z Xk COS (27Tk‘f0t)
k=1 k=1

cioe in soli coseni




Segnali pari e dispari

Un segnale € disparise x(t) = -x(-t)
— Xk = -X-k

00
x‘(t) _ Z X, €j27rkfot

k=—o0
siccome X, e reale:

o0 —1
x(t) = Xo + Z X, ef2mkfot | Z X, ei2mkfot
k=1 k=—o0
siccome X = - X,

B(t) = Xo+ 3 X (7RIt — e=i2mkfot) = x4 97§ Xy sin (2k fot)
k=1 k=1

cioe in soli seni




Segnali pari e dispari

* Un segnale e pari se x(t) = x(-t)
— X=Xy
oppure, in alternativa, sviluppando I'esponenziale in sin e cos:
+T0/2

1 .
X = — / x(t) e 92k Iot q¢

To

—To/2

otteniamo

1 TO/2 j T0/2
X = —/ x (t) cos (2mk fot)dt — = x (t) sin (27k fot)dt

T —To/2 1o —To /2



Segnali pari e dispari

* Un segnale e pari se x(t) = x(-t)

1 T0/2 .
X = —/ x (t) cos (2mk fot)dt — =
— Ty /2 1o

To/2
Xy, 2/0 / x(t)cos(2mk fot)dt



Segnali pari e dispari

 Un segnale e dispari se x(t) = - x(-t)

To /2
x (t) sin (27k fot)dt
Ty /2




Proprieta

Parita:
un qualsiasi segnale reale puo essere scomposto nella somma di un termine pari e
uno dispari

$(t) = Clip(t) -+ Id(t> X = ka + Xk

la componente pari ha armoniche puramente reali ed e sviluppabile in serie di
soli coseni

z,(t) = z(t) +2$<_t) Xy = %/x(t) cos(27k fot) dt
0

la componente dispari ha armoniche puramente immaginarie ed € sviluppabile

in serie di soli seni
To

rq(t) = z(t) _2$(_t) Xg = _TQOJ x(t) sin(27k fot) dt

0

segnale e pari: x(t) = x(-t)
segnale e dispari: x(t) = -x(-t)
** X, e X4 sono definite andando a "cancellare” la parte dispari o quella pari, lasciando solo l'altra



Spettri di ampiezza e di fase

+T0/2
1 .
X = — x(t) e I2mRIot q¢
1o
—To/2
Xd 4 gpettro di ampiezza ’Xk ‘
simmetrico rispettoa f=0
L | X
3 fy -2 f, fO f, 24, &1, Frequenza
“XcA  Spettro di fase arg(Xk)
antisimmetrico rispettoa f=0
3f, 2t f ‘ |
-
| ‘ ‘ fs 2fs 3, Frequenza




Spettri di segnali notevoli
Treno di impulsi

A
O <= t —nT;
. x(t) = E a - rect (#)

n=—oo

1 [t <T/2 \
rect(t) = { ’ ‘ - / durata

0 altrimenti temporale

periodo

T, -Ti2 TI2 T, t della parte
"alta"
. +To /2 +T/2 della
t . a o dra
X = — a-rect | — | e IR0t g = — e I2mkot q¢ qua
T T / (T) To
Ty /2 —T/2
_ a sin(mk foT) _aT sin(wkT /Ty) _ a(ssin(ﬁké) Duty factor: § = T/TO
TO W]C/To TO 7T]€T/TO wkd
0 =0.5
— a=1
d 0.50 -
£ 2
k= %
«n 025
mllmHl.“




Spettri di segnali notevoli
Treno di impulsi

< | R t —nT,
. x(t) = Z a-rect( ; O)

n=—oo

periodo

1op<T/2 N
rect(t) — . . durata
. 0 altrimenti temporale
T, -Ti2 T2 T, t della parte
"alta"
. +To/2 +7'/2 della
t o a o dra
X = — T - jQTl'kfot — j27‘(’]€f0t qua
L T / a - rect (T) e dt T e dt
Ty /2 —T/2
_ a sin(mk foT) _aT sin(wkT /Ty) _ aésln(ﬁk(S) Duty factor: § = T/TO
TO 7T]C/T0 T() 7T]€T/T0 ko

5 =0.51 k=0->0.5"1
a=1 k=1 -> 0.5 * sin(tr * 0.5)/(1r * 0.5) = 0.5 * 1/(1r * 0.5) = 1/71 = 1/K™T
k=2 2 0.5 " sin(mr)/rr=0
k=3 2 0.5 *sin(tr *1.5)/(mr*3*0.5) =0.5*-1/(7r * 3 * 0.5) = -1/(3*1) = -1/kmT
k=4 - 0.5 * sin(21m)/21m =0
k=5-> 0.5*sin(r*2.5)/(m*5*0.5)=0.5*1/(r*5*0.5) = 1/(5*1) = 1/KTT

=2 [Xi| < 1/k  k dispari e k=0



Spettri di segnali notevoli

0.75

dispari

050 X, immaginario |

I 0-25

FIX]

o001 L oL I I || 1

Tol2

t -0.25

| A -0.50 -

IR

1h .
tY=A te ()’_ 20 16 12 -8 -4 0 4 8 12 16 20
z(t) [ 2]

Segnale dispari: possiamo utilizzare X = Tj /:E sin(27k fot) dt
0

—zzA 2iA 2
X, = / sin(2nk fot) d 27T]€f0T0 COS(27kaOt)|0
0
2A
X, = [ s(nk) — 1] = [(_1)k — 1] = —, k dispari

ik



Spettri di segnal

I notevoli

—\ VAL
'TO v v 0 t 6100
A L

p(l) = A— 441 1 e

Segnale pari: possiamo utilizzare Xy = —

8A

Xp = ——

5 e

To/2 4

— COS
1o

(27Tl€f()t) dt +

0

0

T cos(27k fot) dt

0.75
pari
X~ 0.25
,,,,,,,,,,,,,,,, |
O E 026 -20 | -16 | —1|2 -4 Zl‘r | 8 12 1|6 2|O
y 2 %
2
T / x(t) cos(27k fot) dt
0
To
2
2A




0.75

Spettri di segnali notevoli

pari

| | x

| | e b4 0.25
\' ol? /\ Tol2 /

1 1 l i >

J ! ! : ; ‘ i
To \/ \/ To P IE IO N O T O N Liadndn
| | f ‘ 3 i
A+ e |

a:(t):A—élAi e OE _0'25-2oi-16i-1|2 -si-4| 0 z|1I8I12 1|6
1 2

0 -5 K
2
Segnale pari: possiamo utilizzare X = ™ /:c(t) cos(2mk fot) dt
0
0 perché valutato in due punti
multipli del periodo
SA TO/2 t y Ct (t) + cos(k t)
Xk: = —— — COS (27T]€f0t) dit ’tcos(kt)dt Mﬁ C
TO 0 TO )
— _SA 1o 5 {(_1)’“ — 1] — 4A2, k dispari
1o (27k) (k)



Contributo delle armoniche nella sintesi

. 0.75
xt)  segnale continuo | A
derivata discontinua __| Xk X -5
| k
A
| |
ot soe 0.251
\ -T2 T, /2 |
: ; ; ! B
_TO I I TO t 0.00 |Hhsbnadsmmsbnattion o diail 1 I I 1
| |
| |
A+ 0.25 L I | | | I | | | | |
20 16 12 8 4 0 4 8 12 16 20
k
A . . 0.75
x(t) segnale discontinuo 1
A 0.50 — X —
P k XX
k
. 0.25 —
soe o &x |
To/2 % ocoobeitiiiititil] rhebphrebty
> | |
To t -0.25 -
-0.50 —
—_— -A
o7sbl L bbb b b b b b |

-20 -16 -12 -8 -4 0 4 8 12 16 20
k

L’errore di sintesi dovuto al numero finito di armoniche utilizzate nella
ricostruzione aumenta per segnali con “velocita di variazione” maggiori



Contributo delle armoniche nella sintesi

http://www.falstad.com/fourier/



Contributo delle armoniche nella sintesi

http://www.falstad.com/fourier/



Contributo delle armoniche nella sintesi
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http://www.falstad.com/fourier/



Segnali Aperiodici

Possiamo esprimere un segnale aperiodico come sovrapposizione di segnali

sinusoidali?
X () 4
0 ! X(t+T, ) x(t) x(t-T, )
1 N 1/ /
> { { >
-T/2 T2 t _ TO —F, /2 T /2 TO t
segnale
t “periodicizzato” ©© 0 t — nTQ
x(t) = rect (T) z,(t) = _z_: z(t —nTp) = _Z_: rect ( T )
:Ij(t) = lim Lp (t) (al limite in cui il periodo di ripetizione & infinito)
To—00

Un segnale APERIODICO puo essere considerato il caso limite di un segnale
periodico nel limite in cui il periodo di ripetizione é infinito



Segnali Aperiodici

X,(t) periodico, quindi posso sviluppare in serie di Fourier

- t —nl;
z,(t) = Z rect( " 0) Z X et2mhiot

n=-—00 k=—o0

| To/2 |
X = —/ ., (t)e” ZTRIot gy
1o J_1,/2

Cosa succede allo spettro di ampiezza per1y — o0?

xt) |

T ~TI2 | TR T

-T/2 TI2

Y



| X |

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2

Segnali Aperiodici

Cosa succede allo spettro di ampiezza per 1Ty — oo ?
» diminuisce f,, le righe si avvicinano
« aumenta T,, diminisce 'ampiezza delle righe

Spettro in ampiezza del treno d| impulsi

| 1

Frequenza normalizzata, fT

L

To/T = 4

L

|

|

To/T = 8

To/T = 16




Segnali Aperiodici

(a) VA
S 1
Z TO N
< . L1 . .
21, T, 2 2 T, 2T,
(b) VA ;
Z TO S
( T T p= 1
T, "2 3 T,
1%
(0 t .
T, — oc R
< LH
"2 2

la risoluzione in
frequenza é

* C, inversamente
proporzionale a T,

nel limite di T, 2>
infinito lo spettro di
ampiezza diventa
continuo

Frequency, ®



Segnali Aperiodici

(a) VA

1 « Freq. resolution is
inversel
_‘ < T, 5 * C, proport{onal to
period.
{'2"110 _'TO -5 3 T, 2'TO=
(b) VA 1
W L o || >
e . >
-T, "2 3 T,
(9 4
T, — oc .
< z
Time, t Frequency, ®
‘|‘T0/ 2 —+ 00
1 | |
—19127k fot - _
X = — r(t)e 2Rt qr Wy X ()= [ z(@t)e 72t de
1o
—TO /2 — 0



IX()IT

Segnali Aperiodici

Definiamo un coefficiente di Fourier modificato la cui ampiezza non sia infinitesima

—+ 00
: 1
—12ft
X() = [ a@e i d = X = —X()y_p = HX(kfo)
0
12 i _IOO - ] T T 1.2 T T T T T
1.0 @, TJ/T=4
& o+
0.8 -
~ 08 ® ® To/T=16
= "
X 04 . .
02+ ) . : @S
R A A g
0.08" w () @ ® ® k"2
02 [ I 1 1 | 02 w I ! I 1 1
4 3 P - 0 1 2 3 4 -4 3 2 1 0 1 2 3
Frequenza normalizzata, fT Frequenza normalizzata, fT
k=o0 _
wp(t) = Y X(kfo)e?mHel f
T TO — OO
0 =7 00 k——oo
f0—>0/ Ty — o0 \f0_>0
t) l Jo—0 d f

X(f)




Segnali Aperiodici

k=00 .
p X(kfo)GZQkaotfo Ty —
T0—>OO k__ \ J 0 >
fo—>0/ OO lTO_H)O \fo_)O
f0—>0 d
X(f) /

Somma di valori di una funzione valutata su punti equispaziati e moltiplicati per il valore
della distanza tra due punti infinitesima = integrale

= / X(f) e rtdf Integrale di Fourier

Per determinare X(f) effettuo il limite per il coefficiente di Fourier modificato

T0/2 o

X(f)= lim x, () e 2RIt gy :/ x (t) e "*™/tdt Trasformata di Fourier

T0—>OO .
f()—>0 T0/2 o



Segnali Aperiodici

_I_
. | equazione di SINTESI:
x(t) = / X(f)e?™tdf ricostruzione del segnale a partire
dalle sue armoniche
— OO

—+ 00

B —i27 ft equazione di ANALISI: studio del
X(f) o / x(t) € dt contenuto in frequenza del segnale

— 00

t) =F (X(f))
$(t) D X(f) oppure a;'(
X(f) = F(z(t))
La conoscenza del segnale x(t) nel dominio temporale € equivalente alla
conoscenza della trasformata di Fourier nel dominio delle frequenze



Segnali Aperiodici

+00
o(t) = [ X5

z(t) <= X(f)

Cosa abbiamo fatto?

—+ 00

X(f) = /x(t)e_i%ﬁdt

— 0

X(f) = A(fye
A(f) = |X(f)| spettroin ampiezza

)
¢(f) — arg(X(f)) spettro in fase

Abbiamo schematizzato un segnale aperiodico come un segnale periodico con periodo
di ripetizione infinito e quindi con frequenza fondamentale infinitesima.

Segnale periodico:

« Somma (serie) di componenti sinusoidali ad armoniche discrete con ampiezza
finita e con frequenza multipla della frequenza fondamentale

Segnale aperiodico:

« Somma (integrale) di componenti sinusoidali ad armoniche continue con
ampiezza infinitesima | X(f)|df e con frequenza f variabile con continuita



Segnali Periodici e Aperiodici

+0o0
r(t)= 3 X 2ol o(t) = [ X(peitag
k=—o00 — 00
1 +To /2 +00
X, = TO / ZC(t) 6—j27rkfot dt X(f) _ / x(t) e—iQWft dt
—To /2 — 00
x(l) <= Xy z(t) <= X(f)

Segnale periodico:

« Somma (serie) di componenti sinusoidali a armoniche discrete con ampiezza
finita e con frequenza multipla della frequenza fondamentale

Segnale aperiodico:

« Somma (integrale) di componenti sinusoidali a armoniche continue con
ampiezza infinitesima | X(f)|df e con frequenza f variabile con continuita



Teoremi e proprieta della trasformata di Fourier

Linearita:

ZE(t) = CLCEl(t) -+ bafg(t) — X(f) — CLX1(f) + bXQ(f)
z(t) <:> X(f) — X(@t) & az(—f)
y(t) — a?(t o to.) o Y(f) _ X(f)e_wwfto

un ritardo temporale modifica lo spettro di fase della trasformata (cambia la
"parita”...) ma non lo spettro in ampiezza

/\ X () LX(f)
A N A, : ‘
v \/ \/ Vo f f
X () LX(f)

A /\ N A :
\V/ V V. f ,




Teoremi e proprieta della trasformata di Fourier

Teorema del cambiamento di scala:

pat) = =X (f)

ol \a

Dilatazione dell’asse dei tempi (rallentamento del segnale) = compressione
dell’asse delle frequenze (aumenta I'importanza delle basse frequenze)

e

Teorema di derivazione e integrazione:

dx(t)
dt

< 2nf - X(f) /a:(oz)doz<:>

— OO

X(f)
127 f

Derivazione = soppressione basse freq. Integrazione = soppressione alte freq.



Teoremi e proprieta della trasformata di Fourier

t
X(f) Integrazione = soppressione alte freq
r(o)da < —— :
127 f
— s - - - . -~ 157 - - -~ - -
Segnale onda quadra bilatero dt
10+ ~
1.0
0.5+ « —>
£ o0 E 0.5+
* =
.5+ vl
0.0
A0 -
A5 ‘ . 0.6
F -3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1 0 1 2
Tempo normalizzato, t/T 125 Tempo normalizzato, t/T
20 t T I I ' T | T ‘ ' T I I 1 ] I 1
15 142xf) =1 1.00
075 -
= E 0.50 |-
= >
025 -
0.00
025 | | I | | | |

5 4 8 2 4 0 1 2 3
Frequenza normalizzata, fT

Frequenza normalizzata. fT e}



y(®)

X

dx(t)

dt

1.25

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

-0.25

3.50

3.00

250

2.00

1.50

1.00

0.50

0.00

Teoremi e proprieta della trasformata di Fourier

|

T

T

1
Segnale esponenziale bilat

J

ero

I

0

1 2

Tempo normalizzato, U/T

|

|

]

5 |

2zT

)

2.0

-1.0

0.0

1.0

Frequenza normalizzata, fT

20

3.0

b)

d

o,
y(y=Tox(tydt

&
&
]

YT

B

— 2’277]1’ . X(f) Derivazione = soppressione basse freq.

S 5 o 4
& 8 & 8
S R

o
g

>
g
T

075 1~
“1.00 -

L 1 | | 1

-1.25

2 A 0 1 2
Tempo normalizzato, t/T

1.00 -

0.50 -~

I ] | ]

1 2
Frequenza normalizzata, fT

e

(9)



Teoremi e proprieta della trasformata di Fourier

() =) @yt) & Z(f) = X(HY()
At = 2(Wy(t) & Z()=X()®Y(f)

alt) @ b(t) = / T oAbt — 1) dr



Teoremi e proprieta della trasformata di Fourier

() =) @yt) & Z(f) = X(HY()
At = 2(Wy(t) & Z()=X()®Y(f)

@)
a(t) @ b(t) = / a(r)b(t — ) dr

— 00
fez f ® g ,ffx
f l.o:-—
o.s’i—
08
().6:— ool
o4 04
02 ol

http://mathworld.wolfram.com/Convolution. html



Sistemi in cascata e in parallelo

X(t) vy h(t) = hi(t) ® ha(t)

— h, (t)  — h, (1) -

(questo & vero se | circuiti sono disaccoppiati, ovvero se la loro risposta impulsiva e
uguale a quella che avrebbero in configurazione isolata)

= h, (t)
X0 % y(t)>h(t) = h1(t) + ha(t)
H(f)= Hyi(f)+ Ha(f)




&) V)

{

Sovrapposizione di segnali

2 T Y T 3 T . Y 0.2 - -
_segnale s(t T | ,wrumore n(t
0.15 |
3 0.3 S0 Hz
= DS
5 |
: 0 | )
;?-o.os
o0 A
=0
2 b I
4] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.4 3
Temps ()
2
E
-
o
vf‘
»
*
-
o
]
A
e
b

A 3 I : A |
0 0.2 0.4 0.6 0.9 1 3R 14 18 L.8
Tempo (s)

Nel dominio del tempo, dalla misura non € immediato estrarre il segnale

Se invece osservo nel dominio delle frequenze....

Zb)



Sovrapposizione di segnali

x(t) = x1(t) + x2(t) X(f) A
X(f) =X1(f) + Xa(f)

X 0 X (0
L N
B f,

- 0
Segnale e rumore insistono su due regimi di frequenze distinte. Posso applicare un filtro

XOAY(f) =X (f) H(f)
' X

X(t) y(t)

— | H_ 0O —» X




®(E)wx, (K] wex (£) (mV)

Sovrapposizione di segnali

0.2

-0, 415

5(t)

x, fe) fmv)
)
) o o =
o . . o
. < (=3 5 -
L3 - w (=3 w [ad w
T 2 L) L J L 4 T
o
o
=
- 8
- —
o
o
g
B
s gL
g
b=
s
¥
o
= C |
A A A L A s s

9. X
Temps (=)

.':a)




Dal tempo continuo al tempo discreto

A A
x(t) X[n]

»
=3T-2T T T 2T 3T -3 -2 -1 1 3 p
x(t) x[n]
— >
t=nT

1
Je= T Frequenza di campionamento

Sistema ideale: estrae il valore x(t) al tempo di campionamento
Sistema (ADC) reale: estrae il valore x(t) digitalizzato al tempo di campionamento



Trasformata di Fourier di una sequenza

1" periodo di campionamento

1
fo = T frequenza di campionamento

A

0 t “treno di delta”
o (t - +00
(1) T o (t) = Z 5(t — nT)
s (t) t Segnal ] :
2(T) gnale a tempo discreto x,(1):

sequenza di impulsi le cui
ampiezze rappresentano il segnale
x(t) agli istanti di campionamento

2(1) - op(t) = z4(t)

Y




Trasformata di Fourier di una sequenza

Ts(t) . +00
T rs(t) = a(t) Y Ot —nT)
x(0) n=—0o0
+00
z(t)= > x(t)o(t—nT)
. : nN=——o0
“Delta” di Dirac §(x) = / d(x) f(x)dx = f(0)

Proprieta utile: f(¢)0(t — tg) = f(to)o(t — to)
FLI()o(t = to)] = f(to) F1o(t —to)]
+00 +oo

zs(t)= Y  a(nD)s(t—nT)= >  x[n]é(t—nT)

NnN—=——aoo NnN=——oo



Trasformata di Fourier di una sequenza

“+00
rs(t) = g x(nT)é(t —nT)
n=—oo
xs(t) & (in generale) un segnale aperiodico 2 applico il formalismo noto
—+00

X(f) — / gj(t) e_iZWft dt (Trasformata di Fourier di un segnale aperiodico)

— 0

+0o0 +00

X (f)=F1 > anD)ét—nT)= Y x(nT)F[5(t—nT)]
+00 n=—oo n—=-—oo
[owenrta— ey =1 F(0) =1 |
e o T - Flo(t —nT)] =1-e ™7
Fla(t—to)] = X(Fle ™" s

+ 00 Trasformata di Fourier di una sequenza
Xs(f) — Z ZE[%] 6—@27rnfT Equazione di analisi per un segnale

n—— 60 aperiodico a tempo discreto



Trasformata di Fourier di una sequenza

—+00
Xs(f) — Z :C[n] e~ 2™ fT  Trasformata di Fourier di una sequenza
Xs(f i T) _ Z x[n] e—zQanT e 12T _ Z CU[TL] 6—227T’I’LfT _ Xs(f)
NnN=—00 n=—oo 1
Proprieta: periodicita con periodo fo = T
. . fe fe, 11
Xs(f) completamente definita dal suo comportamento in | 5’ 9 | =1 T’ QT]

Infatti, per segnali a tempo discreto, non si puo distinguere tra due segnali sinusoidali
di frequenza fy e f+k/T  pi27(fo+m/T)nT _ ji2n(fonT) i2mmn _ i2n(fonT)

AVAVAVA

1

—
wd

N’
X

0.5




Trasformata di Fourier di una sequenza

Trasformata inversa: moltiplico per un fattore di fase e integro nel periodo di base

e, B o o .
/ Xs(f) ei27‘rfnT df _ / Z LE(k‘T) e—iQﬂ'fk:T ei27‘rfnT df _ Z CU(k‘T) / eiZWf(n—k)T df

1 "1 k=—0o0 k=—00 ey

5T . 0, k#n

/ €i27rf(n—k')T df _ Sln(ﬂ-(n - k)) _ { 1 L —

w(n—k)T T —n

o 7 1

Z x(kT) / e2m =k q f = x(nT) - T
k=—oc0 1

—ar _1
2T Antitrasformata di Fourier di una

x(nT) =T / Xs(f) ez'zwfnT df sequenza

1 Equazione di sintesi per un segnale
2T aperiodico a tempo discreto

Per esprimere una sequenza campionata con frequenza f.=1/T sono necessarie
solamente le frequenze nell’intervallo [0.1/T]




Segnali aperiodici a tempo discreto e continuo

L
2T

x(nT) =T / X, (f) et Tar

1
2T

x[n]

A

s

n

Segnale a tempo discreto aperiodico

Xs(f) —

—+ o0

Z x|n e~ 2T

T.-

—— 00

X(f)

Spettro continuo periodico

segnale aperiodico a tempo discreto > spettro in frequenza periodico



Segnali aperiodici a tempo discreto e continuo

+0o0 400
2(l) = / X(f)e?tdf  X(f) = / o) e~ 271t gy
— 00 — 00
A A
x(t) / X(f)
> >
t f
Segnale a tempo continuo-aperiodico Spettro continuo aperiodico

Segnale aperiodico a tempo continuo = spettro in frequenza aperiodico



Trasformata discreta di Fourier (DFT)

Finora abbiamo trattato sequenze con numero infinito di termini.
| sistemi di acquisizione ADC acquisiscono un numero limitato di campioni.

* sequenzainfinita -> intervallo di campionamento infinito - df 20
» sequenza finita - intervallo di campionamento finito, T, - Af=1/T°

Nel caso di un segnale campionato con N, campioni con frequenza f,.=1/1T,
identifichiamo la sequenza periodica, con periodo Ny, [n] = x[n + N|
con un insieme di Ny numeri reali [Xq, X4, .. Xn-1]

1 ozl | equazione di ANALISI:
X, p = — § x[n] 6—’&27mk/N0 studio del contenuto in frequenza
’ No del segnale
n=0
No—1

equazione di SINTESI:

} : 2 N
X e’ mnk/No ricostruzione del segnale a partire
dalle sue armoniche

Nel caso d| sequenze periodiche la rappresentazione mediante antitrasformata
discreta consiste in una somma con un numero finito di addendi



Trasformata discreta di Fourier (DFT)

No—1 o N equazione di ANALISI:
Xok = E x|n]e " /No studio del contenuto in frequenza
NO =0 del segnale

No—1 equazione di SINTESI:

E X Z27mk/N0 ricostruzione del segnale a partire
dalle sue armoniche

Nel caso di sequenze periodiche la rappresentazione mediante antitrasformata
discreta consiste in una somma con un numero finito di addendi

Infatti la trasformata di una sequenza periodica di periodo N, € essa stessa periodica
con il medesimo periodo:

No—1 Nop—1

1 - 1 | |
XS,k:—l—NO — F LE[TL] e—szn(k-l—No)/No — F § x[n] e—zQWnk/No 6—127rn _
Y n=0 0 n=0
1 No—1 /
— —121mnk NO — X
N x|n]e ok

n=0



Trasformata discreta di Fourier (DFT)

To
NoT =T,
=“(T) fo = 11 frequenza
| Th NoI' fondamentale
(0) '
ar _ 1 [frequenza
_ i pmax ™ I massima
0 T No-1
<>
No—1 No—1

Z X 7,27Tnk/N0 _ Z Xsk 127 e T

x[n] pud essere espressa come somma finita di N, termini esponenziali
complessi che oscillano con frequenze f, = (k/N,T), dette armoniche,

multiple della frequenza fondamentale f,=1/N,T



Campionamento di un segnale periodico

Campionamento di segnale analogico periodico =£> Sequenza periodica

A X[3]
x(t) x[2]// // // .
o L .

TN

Affinché si abbia una sequenza periodica € necessario che un numero intero N, di
intervalli di campionamento sia esattamente pari a un qualche numero intero m di
periodi di ripetizione T, del segnale originario: N, T=mT,

Per fare questo, 'ADC deve essere “sincronizzato” con il segnale da acquisire



Teorema del campionamento

+00
x|n] = x(nT’) Segnale campionato Xs(f) = g x[n] e 2™/t
nN=——aoo
szunT Trasformata del segnale continuo x(f)
Q?(t / X dv associato al segnale campionato x[n]
400 |
Xs(f) _ Z / X(I/) 6’L27‘H/’nT dv —’LQTanT / X Z 6—7,27r(f v)nT dv
n=—00 | i n=—o0
o0 1 o0
Z 5(t — nT) = — Z €i2ﬂ'ktf Applico la trasformata di Fourier al “treno di delta”
+00 0
E —i27rnfT _ E Sostituisco la serie di esponenziali
Transformo 1 € T fC 5(f o k‘f(j’) complessi con la serie di delta di Dirac
n=500 k=—o0

~+00
/X Z 5(v— (f —kfc))dv % > X(f—kfe)
k——oo h=—oo

praticamente € un "treno" di trasformate
(del segnale continuo x(1))



Teorema del campionamento

1

+00
Xs(f):% > X(f-kfc) con fo = —

k=—o0
La trasformata di Fourier di una sequenza x/n] ottenuta per campionamento del

segnale continuo x(t) si ricava dalla periodicizzazione della trasformata di x(1)
con periodo di ripetizione in frequenza pari alla frequenza di campionamento f;

X(f)4 trasformata di Fourier di un
segnale a banda rigorosamente
/1\ limitata (** vedi dopo)
_B A B f=
Xs(f) trasformata di Fourier di un
a) ) segnale a banda rigorosamente
T limitata campionato
_fc B fc - B fc f



Densita spettrale di energia e di potenza

Segnale a energia finita / [z ()]? dt < oo

z(®))Pdt = [ z@)z*(t)dt = z(t) X*(fle ?mItdf| dt
Joras [aowone- | f_/m |
/ X*(f) / r(t)e= 20 dt | df = / X ox(df= [ xR
f=—0o0 t=—o0 f=—00 f=—o00

Teorema di Parseval

‘X( )‘2 Densita spettrale di energia: indica quali frequenze contribuiscono a
definire 'energia totale del segnale (si misura in [u]?/Hz)

Lo spettro in ampiezza determina I’energia di un segnale x(t), lo spettro in fase &

ininfluente
Se vogliamo che I’energia si conservi durante un filtraggio, € necessario

conservare le frequenze che contribuiscono maggiormente all’energia



Banda e durata di un segnale

L’analogo del concetto di durata temporale nel dominio del tempo € il concetto di
banda

X(f) A

Si definiscono:

« Segnali a banda rigorosamente limitata (solo i seni...)
» Segnali a banda illimitata

« Segnali a banda praticamente limitata

By
/ ‘X(f) ’2df = ok, con 0<a<1 (es. 0.9: “banda al 90%

dell’energia”)
— By,



Teorema del campionamento

+o0
Xs(f):% > X(f-kfc) Confc:%

k=—o0
La trasformata di Fourier di una sequenza x/n] ottenuta per campionamento del

segnale continuo x(t) si ricava dalla periodicizzazione della trasformata di x(1)
con periodo di ripetizione in frequenza pari alla frequenza di campionamento f;

T X(M

Campionamento
X(f) - X.(f), fc =258
1.25 T T 1 1.25 T T T T I 1 T T T T
1.00 100 :
075 — 075
0.50 5% DS -
025 025 -
0.00 0.00
B T -8 B
025 L 025 ! | \ i
30 20 A0 00 10 20 30 20 25 20 45 49 05 0.0 05 1.0 15 20 25 30
Frequenza normalizzata, f/B Frequenza normalizzata, T b)

“Banda”: intervallo di frequenze  Per frequenze di campionamento “alte”; il periodo
in cui lo spettro € non nullo frequenziale base contiene una copia non distorta
della trasformata del segnale originario



Teorema del campionamento

+0o0
Xs(f):% > X(f-kfc) Confc:%

k=—o00
La trasformata di Fourier di una sequenza x/n] ottenuta per campionamento del
segnale continuo x(t) si ricava dalla periodicizzazione della trasformata di x(1)
con periodo di ripetizione in frequenza pari alla frequenza di campionamento f;

Xs(f)7 fC’ = 1258

T X0

Campionamento 1 I
X(f) > 117=1.258
1.25 [ 1.00
1.00
0.75 -
075 -
135 080
0.50
025 (-
0.25
500 0.00 -
|
025 . 025 . ]
30 20 40 00 10 20 30 30 <20 A0 00 10 2.0 30
Frequenza normalizzata, /B Frequenza normalizzata, fT

Per frequenze di campionamento “basse’, il periodo
frequenziale base contiene una copia DISTORTA
della trasformata del segnale originario
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X(NH4
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fo > 2B
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Teorema del campionamento

Teorema di Nyquist-Shannon: dato un segnale x(t) a banda limitata, la
minima frequenza necessaria per campionare il segnale x(t) evitando aliasing
e quindi ricostruire il segnale originale senza perdita di informazione é data
dal doppio della banda del segnale.

1
fC:TZQB

A A

ﬁ X(t) /\ y(t) .
/\\} J \\/ \'/\ ) ///

T t b)

—

a)

Alta rapidita di variazione - larga banda. Segnale campionato correttamente
Segnale sottocampionato



Teorema del campionamento

A

ﬂ x(t)

N
1IN

~——

a)

Alta rapidita di variazione - larga banda.

Segnale sottocampionato

y(®)

T

A

)

T t b)

Segnale campionato correttamente

Il periodo di campionamento deve essere scelto in funzione della banda del
segnale analogico x({)



Teorema del campionamento

Esempio: campionamento di un segnale sinusoidale

A X(f)
Spettro del segnale
x(t) = sin(27 fot)
—Jo A fo
Spettro del segnale Xs(f)

campionato con fc > 2fo

| o R

Spettro del segnale 4
campionato con fc < 2fo

I i A




Teorema del campionamento

Esempio: campionamento di un segnale sinusoidale

;\MMMMM
WAV UV

P A A
1A A

-6 6

-y

UI

x(
o

xr(n)

Segnale originale (in alto) e segnale ricostruito (in basso) nell’ipotesi in cui fy = 2 f..
g g g 6

Nel caso di sottocampionamento di un segnale sinusoidale, viene ricostruita
ancora una sinusoide, ma a frequenza diversa da quella originale e senza
evidente effetto di distorsione nel segnale: ALIASING



Wagon wheel effect:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ef/T
he_wagon-wheel_effect.ogv



https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ef/The_wagon-wheel_effect.ogv
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ef/The_wagon-wheel_effect.ogv

Aliasing

Segnale
fo =7 kHz

Campionamento
fc =10 kHz < 14 kHz

Segnale ricostruito
f, =3 kHz

Segnale ricostruito
f, =13 kHz
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