
Laboratorio II, modulo 2 !
2015-2016

Segnali periodici 
(cfr. http://wpage.unina.it/verdoliv/tds/appunti/Appunti_03.pdf) 



Alcune definizioni (1) 
•  Segnale periodico: x(t) = x(t+T0) per qualunque t 
•  Segnale determinato: quando il suo valore è 

univocamente determinabile una volta fissati i 
valori delle variabili indipendenti (tempo) (contrario: 
aleatorio) 



Alcune definizioni (1) 
•  Segnale periodico: x(t) = x(t+T0) per qualunque t 
•  Segnale determinato: quando il suo valore è 

univocamente determinabile una volta fissati i 
valori delle variabili indipendenti (tempo) (contrario: 
aleatorio) 

•  Potenza istantanea associata ad un segnale 
(reale) x(t): x2(t) 

p

x

(t) = x

⇤(t) x(t) = |x(t)|2



Alcune definizioni (1bis) 

•  Se il segnale fosse, in tensione: 
 

 [P] = [E][T]-1 = [V]2     ! V2, giusto?! 

p

x

(t) = x

⇤(t) x(t) = |x(t)|2

? 



Alcune definizioni (1bis) 

•  Se il segnale fosse, in tensione: 
 [P] = [E][T]-1 = [V]2[R]-1  ! V2/R=W 

•  Il “segnale” può essere una pressione, 
un’ampiezza di un oscillazione, etc… 

 
! Per un segnale in tensione, in caso di Resistenza 
unitaria, i valori numerici coincidono… 
Nel resto dei casi il contesto consente di risolvere 
l’ambiguità. 

p

x

(t) = x

⇤(t) x(t) = |x(t)|2



Alcune definizioni (1) 
•  Segnale periodico: x(t) = x(t+T0) per qualunque t 
•  Segnale determinato: quando il suo valore è 

univocamente determinabile una volta fissati i 
valori delle variabili indipendenti (tempo) (contrario: 
aleatorio) 

•  Potenza istantanea di segnale x(t): x2(t) 
•  Energia associata ad un segnale x(t):  

(nota: l�energia di un segnale fisico è finita per definizione) 
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�1
|x(t)|2 dt



Segnali periodici 
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x(t) = x(t+ T0); f0 =
1

T0

x(t) = a0 + a1 cos(!1t+ �1)

+ a2 cos(!2t+ �2) + ... ! = 2⇡f



Sviluppo in serie di Fourier (1) 

•  Ao = ao 
•  2Ak = ak 
•  ωk = 2πkf0 

 
•  Ogni particolare x(t) è caratterizzato da 

particolari valori di Ak e θk 



Sviluppo in serie di Fourier (2) 



Sviluppo in serie di Fourier (3) 

•  Xo = Ao 
•  Xk = Ak  exp(iθk)             (k>0) 

Xk = A-k exp(-iθ-k)             (k<0) 

Rappresentazione in forma complessa della trasformata di Fourier 



Sviluppo in serie di Fourier (4) 

Facciamo la trasformata di Fourier e calcoliamo 
i coefficienti di x(n): 



T0/2 

-T0/2 

Sviluppo in serie di Fourier (5) 

Z T0
2

T0
2

ei2⇡(k�n)f0tdt =

⇢
T0 k = n
0 k 6= n



Sviluppo in serie di Fourier (6) 



Equazioni di analisi e sintesi 

Analisi 

Sintesi 

(nota: Xk è in generale complessa) 

(segnali periodici a tempo continuo) 



Criterio di Dirichlet 

•  Un segnale x(t) periodico è sviluppabile in serie di 
Fourier se: 

 
–  è assolutamente integrabile sul periodo T0 
–  è continuo o presenta un numero finito di 

discontinuità 
–  è derivabile rispetto al tempo nel periodo T0, escluso 

al più un numero finito di punti 



Equazioni di analisi e sintesi 

Analisi 

Sintesi 



Spettro di ampiezza e di fase 

Trasformata del segnale x(t) = A cos(2πfot) 

 
 
Xo = Ao; Xk = Ak exp(iθk); Xk = A-k exp(-iθ-k) 
 
•  X0 = 0; θ0 = 0 
•  |X1| = A/2; θ1 = 0 ! exp(±iθ0)=1 
!   X1 = X-1 = A/2    (reali) 

•  |Xn| = 0; θ0 = 0  per ogni n ≠ 1 



Spettro di ampiezza e di fase 

Trasformata del segnale x(t) = A cos(2πfot) 

 
•  X0 = 0; θ0 = 0 
•  X1 = A/2; X-1 = A/2 
•  |Xn| = 0; θ0 = 0  per ogni n ≠ 1 
 
spettro di ampiezza: 

Serie di Fourier per segnali tempo continuo 3
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Figura 1: Rappresentazione in frequenza di una sinusoide, spettro di ampiezza e di fase

A questo punto possiamo esprimere il segnale sinusoidale mediante l’esponenziale complesso nel
seguente modo:

A cos(2ºf0t + ') = Re[Ae

j(2ºf0t+')] (4)

che esprime il fatto che, istante per istante, il segnale sinusoidale è descritto dalla proiezione del
vettore sull’asse reale; d’altra parte, usando le formule di Eulero1, si può anche esprimere come:

A cos(2ºf0t + ') =
A

2
e

j(2ºf0t+') +
A

2
e

°j(2ºf0t+') (5)

cioè come la somma di due vettori di uguale ampiezza che ruotano in senso opposto alla stessa
velocità angolare. D’ora in avanti utizzeremo quest’ultima relazione come rappresentazione
alternativa di un segnale sinusoidale. Questa relazione ci permette di ottenere facilmente la
rappresentazione in frequenza di un segnale, cioè la rappresentazione dello spettro di ampiezza
e di quello di fase. Infatti riscrivendo la (5) nel seguente modo:

A cos(2ºf0t + ') =
A

2
e

j'

e

j2ºf0t +
A

2
e

°j'

e

°j2ºf0t

si nota che il segnale sinusoidale è costituito da du fasori a frequenza ±f0, con ampiezza A/2 e
fase ±'. Graficamente queste informazioni possono essere rappresentate disegnando spettro di
ampiezza e di fase del segnale come mostrato in figura 1.
Analogamente se si considera il segnale

x(t) = A sin(2ºf0t)

si ottiene la seguente rappresentazione mediante fasori:

x(t) =
A

2
e

°jº/2
e

j2ºf0t +
A

2
e

jº/2
e

°j2ºf0t

I relativi spettri di ampiezza e fase sono presentati in figura 2.

1
cos µ =

ejµ+e°jµ

2 , sin µ =

ejµ°e°jµ

2j
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Spettro di ampiezza e di fase 

Trasformata del segnale x(t) = a cos(2πfot) 

 
•  X0 = 0; θ0 = 0 
•  X1 = A/2; X-1 = A/2 
•  |Xn| = 0; θ0 = 0  per ogni n ≠ 1 
 
spettro di fase: nullo (i termini di fase sono nulli per 
ogni n) 



Spettro di ampiezza e di fase 

Trasformata del segnale x(t) = A sin(2πfot) 
visto che A sin(2πfot) = A cos(2πfot - π/2) 
 

 
Xo = Ao; Xk = Ak exp(iθk); Xk = A-k exp(-iθ-k) 
•  X0 = 0; θ0 = 0 
•  |X1| = A/2; θ1=- π/2, θ-1=π/2 
!    X1=A/2 e-iπ/2, X-1=A/2 eiπ/2   (immaginari puri) 

•  |Xn| = 0; θ0 = 0  per ogni n ≠ 1 



Spettro di ampiezza e di fase 

Trasformata del segnale x(t) = A sin(2πfot) 
 
 
•  X0 = 0; θ0 = 0 
•  θ1=- π/2, θ-1=π/2; X1=A/2 e-iπ/2, X-1=A/2 eiπ/2 
•  |Xn| = 0; θ0 = 0  per ogni n ≠ 1 
 
spettro di ampiezza: 

Serie di Fourier per segnali tempo continuo 3
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Figura 1: Rappresentazione in frequenza di una sinusoide, spettro di ampiezza e di fase

A questo punto possiamo esprimere il segnale sinusoidale mediante l’esponenziale complesso nel
seguente modo:

A cos(2ºf0t + ') = Re[Ae

j(2ºf0t+')] (4)

che esprime il fatto che, istante per istante, il segnale sinusoidale è descritto dalla proiezione del
vettore sull’asse reale; d’altra parte, usando le formule di Eulero1, si può anche esprimere come:

A cos(2ºf0t + ') =
A

2
e

j(2ºf0t+') +
A

2
e

°j(2ºf0t+') (5)

cioè come la somma di due vettori di uguale ampiezza che ruotano in senso opposto alla stessa
velocità angolare. D’ora in avanti utizzeremo quest’ultima relazione come rappresentazione
alternativa di un segnale sinusoidale. Questa relazione ci permette di ottenere facilmente la
rappresentazione in frequenza di un segnale, cioè la rappresentazione dello spettro di ampiezza
e di quello di fase. Infatti riscrivendo la (5) nel seguente modo:

A cos(2ºf0t + ') =
A

2
e

j'

e

j2ºf0t +
A

2
e

°j'

e

°j2ºf0t

si nota che il segnale sinusoidale è costituito da du fasori a frequenza ±f0, con ampiezza A/2 e
fase ±'. Graficamente queste informazioni possono essere rappresentate disegnando spettro di
ampiezza e di fase del segnale come mostrato in figura 1.
Analogamente se si considera il segnale

x(t) = A sin(2ºf0t)

si ottiene la seguente rappresentazione mediante fasori:

x(t) =
A
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I relativi spettri di ampiezza e fase sono presentati in figura 2.

1
cos µ =

ejµ+e°jµ

2 , sin µ =

ejµ°e°jµ

2j

a.a. 2010-2011 Sviluppo in serie di Fourier



Spettro di ampiezza e di fase 

Trasformata del segnale x(t) = A sin(2πfot) 
 
 
•  X0 = 0; θ0 = 0 
•  θ1=- π/2, θ-1=π/2; X1=A/2 e-iπ/2, X-1=A/2 eiπ/2 
•  |Xn| = 0; θ0 = 0  per ogni n ≠ 1 
 
spettro di fase: 

Serie di Fourier per segnali tempo continuo 4
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Figura 2: Spettro di ampiezza e di fase di x(t) = A sin(2ºf0t)

Si consideri, infine, il seguente segnale sinusoidale:

x(t) = A cos2(2ºf0t)

Per ottenere la rappresentazione in frequenza è necessario riscriverlo nel seguente modo:

x(t) =
A

2
+

A

2
cos(4ºf0t) =

A

2
+

A

4
e

j2º(2f0)t +
A

4
e

°j2º(2f0)t

dove si evidenzia che il segnale è costituito da una costante e una componente sinusoidale a
frequenza 2f0. Lo spettro di ampiezza sarà quindi costituito da tre righe spettrali: una a
frequenza nulla di ampiezza A/2, e due alle frequenze ±2f0 di ampiezza A/4. Lo spettro di fase,
invece, è nullo. Osservate come in tutti gli esempi lo spettro di ampiezza risulta essere pari,
mentre lo spettro di fase è dispari.

1.1.1 Media, potenza e ortogonalità

Per completezza calcoliamo le caratteristiche sintetiche di un fasore. La media temporale di un
fasore è nulla, essendo nulla la media di una sinusoide, risulta quindi:

< x(t) >=< Ae

j2ºf0t

>= A < cos(2ºf0t) > +jA < sin(2ºf0t) >= 0

La potenza, invece, è data dal quadrato della sua ampiezza, infatti si ha:

P

x

=< |x(t)|2 >=< A

2| ej2ºf0t|2 >= A

2 (6)

Consideriamo adesso l’insieme degli esponenziali complessi relazionati armonicamente tra loro:

x

k

(t) = e

j2ºkf0t

k = 0,±1,±2, . . .

anche questi segnali sono periodici di periodo T0 essendo la frequenza fondamentale per ognuno
di essi multipla di f0 = 1/T0. I termini per k = ±1 hanno frequenza pari a f0 e vengono chiamate
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Segnali pari e dispari 

•  Un segnale è pari se        x(t) = x(-t) 
–   Xk = X-k 

•  Un segnale è dispari se   x(t) = -x(-t) 
– Xk = - X-k 



Segnali pari e dispari 

•  Un segnale è pari se        x(t) = x(-t) 
–   Xk = X-k 

esempio: cos 

•  Un segnale è dispari se   x(t) = -x(-t) 
– Xk = - X-k 

esempio: sin 

X1 = X-1 = A/2    (reali) 

X1 = A/2 e-iπ/2, X-1 = A/2 eiπ/2   (immaginari puri) 



Segnali pari e dispari 

•  Un segnale è pari se        x(t) = x(-t) 
–   Xk = X-k 

•  Un segnale è dispari se   x(t) = -x(-t) 
– Xk = - X-k 



Trasformata del segnale onda quadra 

k dispari* 

*in questo caso l’onda quadra era dispari. Se fosse stata pari?! 



G. Ambrosi 

Trasformata del segnale onda quadra 



G. Ambrosi 

Trasformata dell’onda triangolare 



Esercizio no X 
•  Si scriva un VI per: 

–  sintetizzare un segnale di onda quadra a partire 
di suoi coefficenti di Fourier 

–  sintetizzare un segnale di onda triangolare a 
partire di suoi coefficenti di Fourier 



Sintesi 


