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Teorema. Un operatore A nello spazio di Hilbert E & compatto se e solo se trasforma successione
debolmente convergenti in successioni convergenti.

Dim.: (=) Siano A un operatore compatto e {|x;) };*_, una successione debolmente convergente
a |x) € E. Supponiamo, per assurdo che la successione {A|x)}7*_, non tenda al vettore A|x) € E,
ovvero esistono un € > 0 ed una sotto-successione {|x,, ) };-;, tali che

|Alxg) —Alx)|| > €, VkeN. 2.2)

Il fatto che la successione e quindi anche la sotto-successione {|x,, )}, siano debolmente
convergenti implica che {|x,,) }7-_, sia anche limitata e che, quindi, la sua trasformata tramite un
operatore compatto deve avere una ulteriore sotto-successione convergente, sia {A|x,, )}, tale
sotto-successione. In altri termini {pi}7; C {qr}7-, C N. Quindi, 3|a) € E, tale che

Ay —la) = (Gl ). YBleE
D’altro canto, si ha la convergenza debole, ovvero V (c| € E*, si ha <c|xk> <c|x> scegliendo
(c| = (b|A, ¥ (b| € E*, avremo i limiti
(BlALx) — (BlAL) = (BlALxp.) — (blAlx),
che, confrontati con il precedente risultato, implicano |a) = A|x). Abbiamo concluso che la

successione {A|x,, ) }7*_, converge al vettore A|x) in contraddizione con la limitazione di Eq. (2.2),
quindi

A|xk> k_>—°>°AA|x>7

come volevasi dimostrare.

Dim.: (<) Avendo per ipotesi che: V{|x¢) };_; C E debolmente convergente al vettore |x) € E, si
ha A|x;) —>A|x> vogliamo dimostrare che A & compatto. Ovvero che ¥ {|y;)}7_, C E limitata,

con || yk|| < M < o, Vk € N, la successione {Ay;)}*, ha una sotto-successione convergente.
Sia {|ax) }7_; C E una successione limitata, ovvero 3K € (0,e0), tale che |jax|| < K, Vk € N,
allora anche la successione scalare { (b|ax)};; C S C C, V(b| € E*, ¢ limitata, infatti, usando la
disuguaglianza di Schwartz

0 < [(blar)| < [|bll lax]| < [|6]] K € (0, e0).

Per il teorema di Bolzano-Weierstrass, esiste una sotto-successione { (b|ag, ) }ry C {(blax) i,
convergente. Ne consegue che la sotto-successione {|ag, )}, C {|ax) }r_, & debolmente conver-
gente e quindi che la sotto-successione {A|aqk> }%_, converge, in quanto, per ipotesi 1’operatore
A trasforma successioni debolmente convergenti in successioni convergenti.

In definitiva, abbiamo ottenuto che: per ogni successione limitata {|ay)};, C E, esiste una
sotto-successione {gi};_; C N, tale che la successione {Alag,)}7_, converge, quindi I’operatore
A ¢ compatto.

Ogni successione ortonormale €, ovviamente limitata e debolmente convergente al vettore nullo.
Infatti, sia {|uy)};>, tale che

<uk|uj>:6kjv Vk,jEN,
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allora, V (a| € E*, grazie alla decomposizione {(a| =37, a’*(u;|, siha

oo

(a|ug) Z (ujlug) = a* = qy.

In altri termini, la successione numerica {(a|uy) };>_, non & altro che la successione delle compo-
nenti covarianti (controvarianti complesse coniugate) del vettore |a) rispetto alla base ortonormale
{|u)}7 ;- Poiché, in generale,

0o > [|a||* = (ala) Z Jajl?,

la serie dei moduli quadri delle componenti converge e quindi
lim |a|> =0 & lim |a;| =0 & lim a; = lim (a|u;) = 0.
k—yo0 k—ro0 k—ro0 k—ro0

L’ultima identita rappresenta la condizione di convergenza debole della successione ortonormale
{lux) }7_,. Si quindi il seguente corollario.

Corollario. Un operatore compatto trasforma successioni ortonormali in successioni convergenti
al vettore nullo.

Dim.: La dimostrazione segue dal precedente teorema e dal fatto che ogni successione ortonor-
male ¢ debolmente convergente al vettore nullo.

Dal teorema precedente segue anche che 1’operatore inverso di un operatore compatto, quando
esiste, non ¢ limitato. Infatti I’inverso trasforma successioni convergenti in successioni non
convergenti e questo & sufficiente a definirne la non limitatezza®.

L’'operatore risolvente, I'insieme risolvente e lo spetiro di un operatore
Come gia anticipato, I’equazione operatoriale

Alu) = Alu),

con A operatore limitato, A € .Z(E), si chiama equazione agli autovalori per I’operatore
A: Ey — Ey, |u) # |0) & ’autovettore di A relativo all’autovalore A € S, S ¢ il campo scalare
sui cui lo spazio vettoriale Ey ¢ definito. Riscriviamo I’equazione nella forma

(A1 - A) lu) = [0).

Definiamo, qualora esista, I’inverso dell’operatore dipendente da A, a primo membro, come

Ay=(1-4)",

3Sia A un operatore limitato, ovvero IM € (0, o), tale che: HA|a>H < M||a||, ¥Y|a) € E. Ne consegue che
V{|xk) }7_, convergente, anche la successione {A|x;)}7>_, converge. Infatti dire che la successione converge equivale
a dire che & una successione di Cauchy e quindi: Ve > 0, 3k (€) € N, tale che

1xm) — [xn) || < €, Vm,n > ko(€).

Nelle stesse condizioni consideriamo

) =)l <Me,

anche {A|x;)}}> | & una successione di Cauchy e quindi converge. Se un operatore, invece, trasforma successioni
convergenti in successioni non convergenti ¢ un operatore non limitato.
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tale operatore si chiama risolvente di A.
L’insieme risolvente dell’operatore limitato A ¢ definito come

p(A)={o € C:Ilimitato Ay = (al —A) "'} .

Gli elementi di questo insieme si chiamano anche punti regolari dell’operatore A.
Si definisce spettro dell’operatore A 1’insieme

o(A)={1eC:1¢p(A)},

complementare di p(A) in C. La parte discreta o puntuale, Op (A), dello spettro & rappresentata
dall’insieme degli autovalori non nulli di A. In particolare, lo spettro puntuale contiene tutti
i valori A per i quali non esiste I’operatore risolvente, ovvero, se A € 6,(A) allora (IL —A)
non ¢ invertibile. I valori di G(A) non appartenenti allo spettro puntuale rappresentano lo
spettro continuo o.(A). Si ha che VA € o.(A), I’operatore (IA —A) & invertibile quindi esiste
il risolvente ma non & limitato. In definitiva: 6(A) = 0,(A) U o.(A).

Soluzione dell’equazione agli autovalori

Al fine di risolvere I’equazione agli autovalori di un operatore A : Ey — Ey, ovvero
(A1 =A)|u) = [0},

dobbiamo utilizzare una rappresentazione matriciale e quindi scegliere una base {|e) }21:1 dello
spazio vettoriale Ey. Gli operatori ed i vettori sono quindi rappresentai da matrici e vettori, cioe:

Al AL L AL 10 ...0 u'
. AT A} L A e 0 1 0 u?
ALa=| "1 77 A I ity g CowSu=| |,
AV AY LAY 00 ... 1 ul

I’equazione diventa un’identita tra vettori colonna N x 1 il cui k-esimo elemento ¢
(A8; — A% u/ =0, ke{1,2,...,N}.

Le precedenti rappresentano le N equazioni di un sistema lineare omogeneo con matrice dei
coefficienti IA — A e vettore delle incognite u. Questo sistema ammette soluzioni non banali solo
se

det(AI—A) =0.

Questa condizione equivale alla non invertibilita della stessa matrice dei coefficienti e quindi
alla non esistenza del risolvente. I valori di A che la verificano rappresentano lo spettro discreto
di A, cioe gli autovalori dell’operatore.

Interpretata come un’equazione per la variabile A, la condizione di annullamento del determinante
della matrice dei coefficienti si chiama equazione caratteristica o secolare dell’operatore A.
L’ aggettivo “secolare” fu introdotto da Lagrange (Joseph-Louis Lagrange, 25 gennaio 1736 - 10
aprile 1813, Italia) poiché I’equazione da lui ottenuta descriveva, appunto, perturbazioni secolari,
ovvero con periodi dell’ordine di centinaia di anni, alle orbite dei pianeti del Sistema Solare.
L’identita: det(Al —A) = 0, rappresenta un’equazione di grado N, dove N ¢ la dimensione
dello spazio vettoriale, ed ha quindi N soluzioni. Tali soluzioni sono gli autovalori e risultano
indipendenti dalla rappresentazione sono quindi invarianti cosi come il determinante di A. Ha
senso, quindi, parlare di autovalori di un operatore, senza la necessita di specificare la base
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usata per calcolarli.
L’equazione ¢

A—AL AL L AL
—A7 A-A} ... -A} M .
0 = det . ) ) ZH(A—M) *
: : : P
—AY Ay A -AY

le M < N soluzioni distinte A, ciascuna con molteplicita m;, > 1, quindi ZkM:1 my, = N, rappresen-

tano gli autovalori di A, ovvero lo spettro discreto dell’operatore. A seconda della molteplicita

di ciascun autovalore come soluzione dell’equazione secolare, si hanno le seguenti notazioni.

AEL. Se m; > 1, ’autovalore corrispondente A; si dice degenere di ordine ;.

AE2. Se mj =1, ’autovalore 4; si dice non-degenere o semplice.

AE3. Se m; =1, Vj € {1,2,...,N}, si dice che non c’¢ degenerazione ci sono, cio¢, N
autovalori distinti.

Autovettori

Una volta noto lo spettro discreto, {Ax }2’1: 1» di un operatore A : Ey — Ey, & possibile ottenere
anche la rappresentazione, rispetto ad una data base, degli autovettori. In particolare, 1’autovettore
corrispondente all’autovalore j-esimo si ottiene come soluzione del sistema omogeneo che
rappresenta I’equazione per il j-esimo autovalore, cioe

(M =AY lug) =10) = (AT —A),uf}y =0, ke{l1,2,...,N}.

La matrice dei coefficienti ha determinate nullo, il rango dipende dall’ordine di degenerazione
dell’autovalore e vale (N —m;), quindi si hanno <" soluzioni.

In altri termini, gli autovettori relativi ad un autovalore A; con ordine di degenerazione m;
generano un sotto-spazio Edj C Ey, di dimensione dj, con 1 < d; < m;. Tale sotto-spazio avra
dimensione massima d; = mj, ovvero la molteplicita algebrica coincide con quella geometrica
dell’autovalore j-esimo, quando gli m; autovettori corrispondenti sono linearmente indipendenti.
In ogni caso, una qualsiasi combinazione lineare di tali autovettori ¢ ancora un autovettore
relativo allo stesso autovalore A;.

Nel caso particolare in cui I’autovalore A; sia non-degenere, quindi m; = 1, I’autovettore &
definito a meno di una sola costante moltiplicativa. Il modulo di tale costante pud essere fissato
richiedendo la normalizzazione unitaria per 1’autovettore.

Operatori diagonalizzabili

Un operatore si dice diagonalizzabile quando esiste una base rispetto alla quale la sua rappre-
sentazioni ¢ diagonale.

Teorema di diagonalizzabilith. Un operatore A : Ey — Ey & diagonalizzabile <= esso
possiede N autovettori linearmente indipendenti.

Dim.: (=) L’ operatore ¢ diagonalizzabile, esiste quindi una base {|ek>}f{v:1 rispetto alla quale
la rappresentazione di A ¢ diagonale, si ha cioe

e 0 O ... O

n e 0 (0%) 0 ... 0
A(—’Adz
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Ne consegue che
Aler) = Alle;) = 8layle;) = ouler), Vke{1,2,...,N},

ovvero, gli scalari dell’insieme {ak}ivzl, rappresentano gli autovalori di A e i vettori linearmente
indipendenti della base {|e;)}}_, sono i corrispondenti autovettori.

Dim.: (<) Sia {|czk>}§:/:1 I’insieme di autovettori linearmente indipendenti dell’operatore A,
con autovalori {ock}ivzl, dimostriamo che A & diagonalizzabile. L insieme degli autovettori
rappresenta anche una base di Ey, considerando la rappresentazione di A rispetto a tale base e
I’equazione agli autovalori, si ha, Vk € {1,2,...,N},

oulay) =Alay) =Alla)), = Al=ad/, Vje{l,2,....,N}.

Ovvero, la matrice A che rappresenta 1’ operatore A rispetto alla base di autovettori indipendenti
¢ una matrice diagonale che ha come elementi gli autovalori {Ock}szl.

Diagonalizzazione

Teorema spettrale per gli operatori diagonalizzabili. Sia A : Ey — Ey on operatore diago-
nalizzabile con autovalori { Oﬂk}ivzl (anche degeneri) e autovettori linearmente indipendenti
{|ak>}iv:1, allora si hanno le seguenti tesi.

D1. Vale la decomposizione spettrale

N
A=) aly,
k=1

dove gli operatori {ﬁ(k)}kN: | sono proiettori ortogonali che “coprono” tutto lo spazio
vettoriale Ey, ovvero

N
P(k)P(j):6ij(k)7 Vk,jE{],Z,...,N}, Zp(m)zl.

m=1

D2. La matrice diagonale A,, con A & Ay, che rappresenta I”operatore A rispetto alla base dei

suoi autovettori, si ottiene dalla matrice A, con A <i>A, che invece lo rappresenta rispetto
alla generica base {|ex)}»_,, attraverso la matrice 7', ovvero: Ag = T~ 'AT, con

T/ =l Vjke{l,2,...,N},

dove lo scalare a{k) indica la j-esima componente contro-variante dell’autovettore |ay)

rispetto alla base {|e) }2/:], ciog
lax) = agy le;) Vke{1,2,...,N}.

D3. In presenza di degenerazione, indicando con m; I’ordine di degenerazione dell’autovalore
Uj,conj=12... . M<Ne szw: ,m; = N, ovvero riordinando e raggruppando, si hanno
i soli M < N autovalori distinti

Hi = 01 =0 =...= 0,

W = Opyp1 = Opy42 = ... = Oy 4my

Hy = ON—my+1 = ON—mpy+2 = -.. = O,
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D4.

Ds.

Dim.:
D1.

allora vale la decomposizione
M
A=) w0y,
j=1

dove i proiettori {Q( J) /j”: | sono definiti come

my+...4+mj

Q(j) - Z 13(1) .

l:m1+...+m_i,1+1

Poiché sono ottenuti dalla somma di proiettori ortogonali sono ancora proiettori € coprono
tutto lo spazio Ey, infatti

M
j 1

> 0=
=1

N
J k=

Sia p(x) un generico polinomio nella variabile x, I’operatore p(A) ammette la decomposi-
zione

M
p(A) = ZP(NJ)Q(;) :
=1

I proiettori {Q( J) }1]‘”: | Possono essere espressi come opportuni polinomi dell’ operatore A
nella forma

M
~ n ~ xfl,lvl
O = 4;(A), con: q;(x) =[[——.
l#j”j M

Come dimostrato esiste, rispetto alla base {\ak)}iv: 1» la rappresentazione diagonale per
I’operatore A

m=1

N N
(A0)] = sl =" 088, = 0tu(Py)l.  Vjke{l,2,....N}.
m=1

Senza perdita di generalita possiamo normalizzare la base di autovettori, ovvero assumere:
(arlar) =1, Vk € {1,2,...,N}. Le matrici {P,,)})_, rappresentano degli operatori di
proiezione la cui azione sui vettori delle base ¢

3 B iy lam) k=m

Ponylax) = (Pom)ilaj) = { o) ktm
Ovvero i vettori di {|a;) };_, sono autovettori dell’operatore P,y con autovalori, {nrlgm) AR
tutti nulli tranne Jr,(nm) = 1. Per verificare che gli operatori {p(m) }%:1 sono dei proiettori,

proviamo che sono hermitiani e idempotenti.

Verifichiamo I’idempotenza direttamente al livello della rappresentazione matriciale, os-
servando che il quadrato della matrice che rappresenta I’operatore coincide con la matrice
stessa, infatti, Vj,k € {1,2,...,N}, si ha

(PawPom))i = (Pimy)| (Pimy), = 6/ 8368, = 8] 8,8/ 87, = 8/ 83 = (Pm))1 -
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Ovviamente, per I’univocita della rappresentazione, questa identita matriciale implica
quella operatoriale: ﬁ(zm) = ﬁ(m), e quindi si ha I’idempotenza.

Per dimostrare 1I’hermitianita procediamo come segue. Consideriamo 1’azione dell’opera-
tore P(m) su un generico vettore |v) € Ey, usansando la rappresentazione

|V> = vk|ak> )
rispetto alla base {|ak>}kN: |» per cui si ha
Py v) = By la) =" |am) -

Ne consegue che possiamo scrivere il vettore |v) come la somma di due componenti
ortogonali
k
[v) =v"|am) +Zv|ak v+,
k#£m
—
=p)
dove V') & la componente del vettore |v) ortogonale alla componente selezionata dall’ ope-
ratore P(m), si ha allora

<V/|P<m)|\/> =0.

Calcoliamo il “sandwich” (v[B,,)|u), V' |u) € Ey, usando per il vettore bra la scomposizione
in termini delle due componenti ortogonali

(1B le) = (0 1B, ) Pl le) = (V1B Py )

nell’ultima identita abbiamo sfruttato la condizione ortogonalita (V' |13(m> |u) =0, tra le com-
ponenti “primate” e quelle ottenute dall’azione dell’ operatore. Ma, come gia dimostrato
I’operatore & idempotente e quindi, per I’arbitrarieta dei due vettori |v) e |u),

(VI Py lu) = (VIEG, i) = (V| By Py ) = (V1B Py v) = Py =B}

Abbiamo dimostrato che 1’operatore I3(m), conm € {1,2,...,N}, & un proiettore, in parti-

colare proietta nella “direzione” del vettore |a,,) della base {|a;)}}-;.
Verifichiamo I’ ortogonalita tra due proiettori diversi P(m) e 13(,,) con m # n, si ha

PoyPolar) = Py (Pay)1las) = (Pony) | (P )ile) = (8]85)(8/87) )

= §/8.8!a) =10), Vke{l,2,...,N},
ne consegue che P(m) e P(n) sono ortogonali.
Dimostriamo, infine, che i proiettori coprono tutto lo spazio, cioe che la loro somma da

I’ operatore identita. Studiamo direttamente 1’azione della somma di tutti i proiettori su un
generico vettore della base, ovvero Vk € {1,2,... N},

N
(ZP’")> |ak Z |Cl] 25]6;1‘“] Zakin|ak ‘llk
m=1

m=1

agendo come tale, I’operatore somma coincide con I’operatore identita, cioe

N
ZP(,,,) =1
m=1



