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Cambiamenti di base
Sia {|ex)}7_, C Ey una base dello spazio vettoriale Ey, I’operatore lineare A : Ey — Ey & rego-

lare (invertibile) <= {|¢/;)}1_,, I'insieme di vettori ottenuti dall’applicazione dell’operatore
A sui vettori della base, cioe

) = Aler) = Alle;) ke{1,2,...,N},

rappresenta esso stesso una base di Ey.

Dim.: (=) Per dimostrare che I’insieme di vettori {|e’k)}§<v:1 rappresenta una base dello
spazio vettoriale Ey, avendo per ipotesi che A & regolare, & sufficiente dimostrare che i vettori
dell’insieme {|€y) }sz1 siano linearmente indipendenti.

A tal fine, consideriamo la combinazione lineare opportuna che da il vettore nullo

N N N
0) = auler) = > awdler) = auAjle;) = Blle;),
k=1 k=1 k=1

questa ¢ anche una combinazione lineare dei vettori della base iniziale { lej) }jzl, con coefficienti

N
B =" oAy, Vje{1,2,...,N}.
k=1

Poiché i vettori dell’insieme {|e;) }7=1

quella banale, tutti i coefficienti B/, con j € {1,2,...,N}, sono nulli, quindi

sono linearmente indipendenti, la combinazione lineare &

Gli scalari dell’insieme {ak}zzl C C rappresentano la soluzione di un sistema lineare omogeneo,
la cui matrice dei coefficienti & A, ovvero la matrice che rappresenta I’operatore A rispetto alla
base {|e;) }Ij\./zl. Ma, poiché A & invertibile si ha det(A) # 0, ne consegue che I’unica soluzione
del sistema ¢ quella banale, cioe:

o, =0, Vke{1,2,...,N}.

In definitiva, i coefficienti della combinazione dei vettori dell’insieme {|¢’;) }_, che da il vettore
nullo sono tutti nulli, cio equivale a dire che i suddetti vettori sono linearmente indipendenti.
Dim.: (<) La dimostrazione della condizione necessaria procede allo stesso modo della
dimostrazione del teorema di invertibilita, che asserisce 1’equivalenza tra regolarita e iniettivita
di un operatore. L’ operatore inverso puo essere “costruito” a partire dalla definizione della sua
azione sui vettori di una base. Infatti, possiamo definire 1’operatore Ay stabilendo le N identita

Ajlel) = lex), Vke{l1,2,...,N}.

La definizione & esauriente poiché, V|a) € Ey, si hanno, rispetto alle due basi {|e)}}_, e
{|¢’) 2, le decomposizioni: |a) = a’k\e@ = d*|ey), quindi A;|a) = a’¥|e;) & ben definito.

A

Consideriamo ora I’azione dell’ operatore A;A sul vettore |a),

~ ~ ~

AjAla) = AjAd"|e) = Ara* Aley) = Ajdt|e) = d* Ajlel) = d¥|ex) = |a),

leg) lex)
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da cui si evince AIA = 1. Allo stesso modo, per I’azione dell’operatore AAI si ha

lex) leg

si ottiene quindi AA ;= I , che, unita all’identita precedente, assicura 1’esistenza dell’ operatore
inverso A~ = A,.

In definitiva, I’ operatore regolare A permette di “passare” dalla base {|e;) }y_, allabase {|e/s) }2_,»
mentre, I operatore inverso A~! definisce il passaggio {|¢/s) }3_; — {|ex) }2_,. Si hanno ciog le
2N identita

lep) = Alex) , lex) =A"e}), Vke{1,2,...,N}.

Trasformazioni di basi e vettori

Nello spazio vettoriale Ey consideriamo le due basi {|e;) }r_; e {|¢/s) }+_,, connesse dall’opera-
tore regolare di “cambiamento di base” R, ciog, Vk € {1,2,...,N},

lek) = Rlex) lex) = R7ey)

Studiamo come si trasformano le componenti di un vettore per effetto del passaggio da una base
ad un’altra. Sia |a) € Ex un generico vettore, in corrispondenza delle due basi si hanno le due
decomposizioni

k
@y =dler),  la)=a"le}).
Partiamo dalla prima e usiamo la trasformazione R,
la) = aflex) = R 1) = d* (R™)]]e})

confrontando il risultato dell’ultimo membro con la decomposizione |a) = a’ k|e;(>, si hanno le N
identita

d’ = (RN, Vje{l1,2,....N},

che, in termini matriciali, coincidono con I’equazione
/ -
d =R 'a.

Da cui si evince come le componenti del vettore |a) nel passaggio dalla base { |ek>}2v:l alla base
{|€/x)}i, si trasformino attraverso la matrice R™!, ovvero

k

R71
FE g,

ler) 5 1) = a
E per questo motivo le componenti con indice alto si dicono componenti controvarianti, poiché,
ciog, “contro-variano”, trasformandosi con I’inversa della matrice, che rappresenta 1’operatore ﬁ,
che, a sua volta, definisce la trasformazione di passaggio dalla base non primata a quella primata.
Consideriamo il vettore duale (a| € Ey; che, cosi come il vettore ket |a) & rappresentato, rispetto
alla base {|e;)},_;, dal vettore colonna a le cui componenti sono gli elementi dell’insieme
{aF}_ |, & rappresentato dal vettore riga

N
(@+<d=_(a a ... ay), ak:ZGi(aj)*, Gl = (ejler), Vk,je{l1,2,...,N}.
=1
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Se consideriamo la base {\e’k>}kN:1, si ha
N
di = DGUd") = {ejlel) (@) = (e IR Rlew) (@) = en (RT)"Rhler) (@)’
j=1

N
Ri{emler) (R7)"(d")" :RQZG}" (@) = aR.
— m=1

(a)

il vettore riga che rappresenta il bra {a/,

T

Indicando con a!)

(a] « " = ( agl) ag) al(\;) ) .
I’indetita precedente ha la forma matriciale
d"=a'R.

Da cui si evince che le componenti con indice basso si trasformano con la matrice R, ovvero si ha

lex) LN le)) = a LN .

Si chiamano componenti covarianti poiché “covariano”, cio¢ si trasformano con la matrice che
rappresenta lo stesso operatore che definisce la trasformazione dalla base non primata a quella
primata.

Sommario

Siano {\ek>}§:’:1 e{l¢ k)}ivzl due basi dello spazio vettoriale Ey connesse dalla trasformazione
descritta dall’operatore regolare R, per cui si hanno le 2N identita

ler) = Rlex), lex) = R7'e}), Vke{1,2,...,N}.
Ne consegue che, V|a) € Ey, valgono le decomposizioni
k
ja) = dlex). ja) =a"ley).

Indicando con a e d’ i vettori colonna con le componenti controvarianti, che rappresentano il
vettore |a) rispetto alle due basi, si ha tra di esse la relazione matriciale

S T (A S B A B
J a | ® O ®); . RN a _ Ry
o)\ @y @y )\ e

Poiché I’operatore R~ agisce sui vettori della base {|¢/;)}r_,, i coefficienti (R*I)’]‘., k,je
{1,2,...,N}, si intendono calcolati rispetto a tale base, cioe

R7el) = (R7Dflel) Vje{l1,2,...,N}.

Per cio che riguarda le componenti controvarianti si ha

1 pl 1
Ré R% R12V
R R .. R, _
a’T:(a’l dy ... ady)=(a a ... ay) ) : —a'R.
N pN N
RV RY ... RY

Usando lo stesso argomento, 1’operatore R agisce sui vettori della base {|ek>}1,2]: \» per cui le sue
componenti R’; sono ottenute rispetto a questa base, si hanno cioe le N identita

Rlej) = RSlex), Vje{l,2,....,N}.
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Trasformazioni degli operatori

Siano: A : Ey — Ey, {|ex) }2_; e {|¢/x) }+_,, un operatore lineare e due basi dello spazio vettoriale
Ey connesse dalla trasformazione: R|e;) = |e}), con k € {1,2,...,N}. Consideriamo le matrici
A e A’ che rappresentano 1’operatore A rispetto alle due basi, ovvero

Ale) =Ajle)), Al =A%le)), ke {12 N},

ma si anche che

. R . . o N

Alet) = AR|er) = ARylej) = AT'R}|en) = ATRIR '|e,,) = ATRI(R™'), le}),
per cui, eguagliando i secondi membri delle due precedenti relazioni, si ottiene che

A= (R AR, Vike{l1,2,...,N}.
In termini matriciali, per 1’operatore A ed il vettore |a) € Ey, con |a) &4, si hanno le trasforma-
zioni
A'=R7'AR, d=R'a.

Tali trasformazioni lasciano I’azione dell’operatore invariata. Infatti, ¢ possibile passare dalla
rappresentazione matriciale rispetto alla base {|¢’ k>}112/:1, dell’equazione |b) = A|a), ovvero

by =Ala) & W =Ad,
alla rappresentazione rispetto alla base {\ek>}kN: , della stessa equazione vettoriale, moltiplicando
ambo i membri per la matrice R ed usando le regole di trasformazione, cioe
RV =RA'd = b=RR'ARd = b=Aa.
I
a

| tensori

Nello spazio vettoriale Ey sono date le due basi {|e;)}~_; e {|¢/s)}1_;, connesse dalla trasfor-
mazione R, ovvero: |e}) = Rlex), Vk € {1,2,...,N}. Rispetto a tali basi & possibile associare ad
ogni vettore una rappresentazione matriciale.

In particolare, V|a) € Ey

4l a . o
e a2 ¢ a’2 (1, = (Ril)jajv
la) «=a=| . , la)<d = . ,
a'N a;N Vke{l,2,....,N}
Mentre, V (b| € Ej;:
e AN b;c:bjRi7
(b|<b"=(by by ... by ), (b|<b"=(b] by ... by),

Vke{l,2,...,N}

11 prodotto delle componenti controvarianti di |a) e covarianti di (b

Tf =d'b;, k,je{l1,2,...,N},

k)

rappresenta un “oggetto” a due indici, un alto ed uno basso, che, per effetto del cambiamento di
base, si trasforma come

Th=d'b; — 1% ="V, = (R a" iR, = (RS TR

In generale
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e le componenti con gli indici in posizione contro-variante (alti) si trasformano con la
matrice R~!;

e le componenti con gli indici in posizione covariante (bassi) si trasformano con la matrice
R.

Def.: In uno spazio vettoriale Ey, si definisce tensore di rango € N un insieme di N scalari,
dove N ¢ la dimensione dello spazio vettoriale, che, per effetto del cambiamento di base, si
trasforma come il prodotto delle componenti di r vettori.

Consideriamo la trasformazione del tensore di rango » € N che ha s € N indici controvarianti e
t € N indici covarianti, con r = s +1,

T (1 = (R (R 2 (R T RARE R

Invarianti

Si dicono invarianti (il sostantivo ¢ di genere maschile) quelle quantita che non dipendono
dalla base, ovvero che non cambiano quando di passa da una base ad un’altra. Gli invarianti
sono anche detti scalari.

INV1. Consideriamo I’operatore lineare A : Ey — Ey e le due basi di Ey, {|ex) 2, e {|€'s) }o_;,

con: |e}) = Rlex), Vk € {1,2,...,N}. Dette A e A’ le matrici che rappresentano I’operatore
rispetto alle due basi si ha, per la traccia, la seguente relazione

Tr(A))=Tr (R™'AR) = (R'AR), = (R™"), ALR] =Rl (R™"); AL =A]=Tr(A).
—_————

s/
Ne consegue che la traccia della matrice A, che rappresenta I’operatore A rispetto ad
una data base, non dipende dalla base, ¢ quindi un’invariante per cui ha senso parlare
direttamente di traccia dell’operatore A.

INV2. Anche il determinante di un operatore & invariante. Infatti, nelle condizioni del caso

precedente, per due rappresentazioni arbitrarie, si ha I’identita

det(A’) =det(R'AR) =det (R™") det(A) det(R) =det(R) ' det(A) det(R) =det(A) .

Basi orfonormaili

Le rappresentazioni dei vettori e degli operatori di uno spazio vettoriale Ey risultano piu semplici
ed “immediate” se fatte rispetto ad una base ON, {|uk>}2’: |» 1 cui vettori verificano, quindi, la
condizione

(ujlue) = G =8/, jke{1,2,....,N},

dove G ¢ la matrice di passaggio da componenti controvarianti a componenti covarianti e
viceversa. Si aveva ciog

N
ak:ZGia*j, ke{l,2,...,N}.
j=1
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ONI1. V|a) € Ey, (a| € E}, si hanno, rispetto alla base ON {|u;)}*_,, le rappresentazioni:
4l
u a? u T
la) <~ a= : ) <a|<—>a*—(a1 a ay ) = (a*) :(aT) .
v
Ovvero le componenti controvarianti sono le complesse coniugate di quelle covarianti
d" =aj, ke{l,2,...,N}.
ON2. V(a| € Ey; e V|b) € Ey, il prodotto scalare pud essere scritto come
N
(alby = Zak*bk =aqb* =d'b.
k=1
Nel caso del prodotto di un vettore, |a), per il suo duale abbiamo
N N ,
(ala) = Zak*ak =qa~a'a= Z la*|” = Z lag)? .
k=1 k=1 k=1
ON3. La rappresentazione matriciale di un operatore lineare A rispetto alla base ON &

AL A Ay
A7 A A

Al 1 2 N 2 .

A— A= . : . 3 A];:<uk|A|u]>7 k,]E{l,Z,...,N}-
AY AT AN

AT} AT ATy
2 2 2
R AT AT At . N \
Areat= 0T Mol AT = (AT fwg) = (Al = (a))"
A

Quindi, ¢ possibile ottenere la matrice che rappresenta 1’aggiunto di un dato operatore, a
partire da quella che rappresenta 1’operatore stesso rispetto ad una base ON, facendone la
trasposizione e la coniugazione complessa. Poiché queste due operazioni commutano, il
risultato non dipende dall’ordine in cui vengono eseguite. In definitiva, se AL A, ovvero
se la matrice A rappresenta ’operatore A, allora per 1’aggiunto avremo: A’ & (A*)T.
Possiamo definire, anche al livello matriciale, I’operazione di coniugazione hermitiana,
ovVvero

* T k i\ *
AT =(a")", (AN = (4",
Ne consegue che la matrice H, che rappresenta rispetto ad una base ON un operatore
hermitiano A, ha gli elementi diagonali reali. Infatti,

Vk,je{1,2,...,N}.

A=1" = H'=(H)", k,je{1,2,....N},

per gli elementi della diagonale si ha la relazione (senza somma sottintesa)

Hf = (Hf)", ke{1,2,... N}.
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Cambiamento di base ortonormale
Sia {|ex) }1_, una base ON dello spazio vettoriale Ey, i vettori

lep) = Ulex) Vke{l,2,....N},

immagini dei vettori della base tramite I’operatore lineare U rappresentano una base ON di Ey
<= I’operatore U & unitario.

Dim.: (=) Avendo per ipotesi che le due basi sono ON, dimostriamo che la trasformazione che
le connette & unitaria. La matrice che rappresenta U rispetto alla base ON {|ek)}§(\; | Siottiene
come

&) = Uler) =Ulle;), Vke{l1,2,...,N}.
Allo stesso modo possiamo considerare la rappresentazione del generico vettore |e}) rispetto alla
N
base ON {|ej>}j:1,
lek) =€ yley, ey =lejlet),  Vke{l,2,... N},

dove il pedice tra parentesi nelle componenti indica il vettore “primato” che si sta considerando.
Dalle precedenti si ottiene 1’identita

Ul=ehy=(eflel).  Vike{l.2.. N},

ovvero, I’elemento Ukj della matrice che rappresenta I’operatore U, rispetto alla base ON

N o o .
{le;)}._, coincide con la componente j-esima del vettore |¢}), rispetto alla stessa base
j=1

N . . . .
{|e i) }j:r La matrice coniugata hermitiane della U ha elementi

NS (TS _ (yre\k _ ( k \* . .
U )= (U")=(U");= () =€ (= (eflex), Vjke{l,2,...,N}.
Per concludere la dimostrazione, usando le espressioni

Ui=leflei),  (UD)i=(eled,  Vike{12,....N},

calcoliamo i prodotti UU T e UTU e verifichiamo che entrambi coincidono con I’identita

. N . '
WU, = D lejlenehle) = (ejle) = 8] =1,

3
N

(€)lem) (emlel) = (€}ler) = 8] =1 , Vjke{1,2,....N}.

M=

oy -

3
[N

I1 fatto che la matrice che rappresenta I’operatore sia unitaria implica I’unitarieta dello stesso
operatore. Infatti, come visto, la corrispondenza tra matrice ed operatore ¢ biunivoca e le relazioni
operatoriali sono invarianti, non dipendono dalla rappresentazione. Quindi la condizione di
unitarieta della matrice ottenuta rispetto ad una data base, ad esempio {|e;) }3_,, il cui simbolo
potremmo indicare a pedice (U, rappresenta U rispetto alla base “¢”), ciog UeU;r =UjU, =1,
implica la validita della stessa rispetto ad ogni altra base, ovvero

Ul =UjU. =1 = UfU; = U;Uf =1, V{|fi)}i_, basediEy.

In altri termini, come detto, se la matrice, che rappresenta un operatore rispetto ad una data base,
¢ unitaria allora anche I’operatore ¢ unitario. Infatti, se non lo fosse, dovrebbe esistere almeno



76 Capitolo 2. Spazi vettoriali

una base {|s;)}3_,, tale che U,US # I e U] U # I, ma questo & assurdo.

Dim.: (<=) Avendo per ipotesi che 1’operatore U & unitario dimostriamo che i vettori le) =

Ulet), con k € {1,2,...,N}, costituiscono una base ON di Ey. Basta calcolare, Yk, j €

{1,2,...,N}, i prodotti scalari (e} |e’;) e verificare la condizione di ortonormalita, si ha infatti

I T k

(eklej) = (ex|U"Ulej) = (exlej) = &5,

i vettori dell’insieme {|¢’;)},_; sono ortonormali e in numero pari alla dimensione dello spazio

vettoriale, costituiscono, quindi, una base ON di Ey.

Proprietda della trasformazioni unitarie

Le trasformazioni unitarie hanno le seguenti proprieta.

TUI. 1l determinante di un operatore unitario U & una fase. Infatti, detta U la matrice che
rappresenta I’operatore rispetto ad una base qualsiasi, si ha

1 =det(l) = det (UTU) = det (UT") det(U) = det(U)* det(U) = |det(U)|*.

TU2. La matrice H = U~ 'HU, trasformata di una matrice hermitiana H tramite una matrice
unitaria U, € hermitiana. Si ha infatti

H = (U 'HU) =UTH (U =UTHU = H'.

TU3. La matrice V' = U~!'VU, trasformata di una matrice unitaria V tramite una matrice
anch’essa unitaria U, € unitaria. Si ha infatti

1

1 T

v = vo)  =uvlu =utviv = (utve)' = (utve) =V



