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Continuita e derivazione sotto il segno di integrale

Come visto, se { f(x)};, C E & una successione convergente puntualmente ad una funzione
f(x) in E e se, inoltre, le sue funzioni sono assolutamente e uniformemente limitate da una
funzione g(x) € L(E), che sia cioé¢ sommabile in E, allora il limite pud essere portato sotto il
segni di integrale,

tim [ st = [ fim fidx= [ feod

ovvero: il limite della successione degli integrali converge all’integrale del limite della succes-
sion.
Si hanno allora i due seguenti teoremi.

Teorema di continuita rispetto ad un parametro.
Sia f(X,y) : U x E — R una funzione di due variabili, con U C R" aperto (n € N) e tale che:

e Vy € E, la funzione f(X,y) ¢ continua nella variabile X € U;
e dg(y) : E — R, sommabile in E e tale che: |f(X,y)| < g(y),V(X,y) €U X E,

allora la funzione
06) = [ FEdyU R,

¢ continua.

Dim.: VX € U ¢ possibile definire una successione di {X;};> ; C U, con Xy —X, allora defi-
- k—yo0

niamo la successione di funzioni { f(Xx,y) = Fi(y) };,, poniamo f(X,y) = F(y), allora, per la
continuita in un X, si ha

I}gng(y) = gggof(fk,y) =f(xy)=F(y),

poiché |Fi(y)| < g(y), Vk e Vy € E, possiamo usare il teorema precedente per dimostrare che
il limite della funzione ¢ (Xy) coincide, al divergere di k, con ¢(X), ovvero con il valore della
funzione nel punto limite. Si ha infatti

im0 () = fim [ )y = fim [ Gy
*JE

k—yoo k—e ||

= [ 1m Aoy = [ Foyy= [ 1@y =o(o).

k—>o0

Teorema del passaggio della derivata sotto il segno di integrale.
Sia f(x,y) : (a,b) x E — R una funzione di due variabili, tale che:

e la derivata parziale o, f(x,y) esiste V (x,y) € (a,b) X E;
e dg(y) : E — R, sommabile in E e tale che: |, f(x,y)| < g(y), V(x,y) € (a,b) X E,

allora la funzione ¢ (x) = [, f(x,y)dy & derivabile rispetto alla variabile x e si ha

d 0
(l;ix) :/E fé);,y) dy, Vx € (a,b).




2.33.7

118 Capitolo 2. Spazi vettoriali

Dim.: Come nel caso precedente, poiché I’intervallo (a,b) & aperto, Vx € (a,b) & sempre
possibile definire una successione {x;};_; C (a,b), tale che: l}im xr = x. In corrispondenza di
—>00

tale successione costruiamo la successione di funzioni {F;(y)};_, con

Fk(y):f(xkvzz:i(xay)’ keN.

Questa successione converge puntualmente alla derivata parziale rispetto alla variabile x della
funzione f(x,y), in particolare si ha

d
lim Fe(y) = fg;’” =F(y).

Per poter applicare il teorema del passaggio del limite sotto il segno di integrale, dovremmo
verificare la limitazione assoluta e uniforme: |Fi(y)| < g(y), V (k,y) € N x E. A tal fine usiamo
il teorema della media per la funzione f(x,y) nella variabile x. Infatti, I’esistenza della derivata
parziale Vx € (a,b) implica che, Vk € N, 3%; € (x,x), dipendente da y, tale che

f(xkvy) _f(xay) _ af(xay)

Xy —X ox

X=Xy
Infine, dalla limitazione della derivata parziale si evince quella per le funzioni della successione
{Fc(v) ey

Fy)] = 'f (43) = /(,3) ’ _ '3f(x,y)

Xy —X ox

Ne consegue che per la derivata della funzione ¢ (x) si ha

o _ o 00w —9()
dx k—oo X —X
T f(xk,y)_f(x,y)
N 131—{1010/]5 Xk —X dy

— Jin [ Bay= [ fim Ay = [ Foyy= [ 25,

k—yoo E E k—yo0

La funzione di Dirichlet

La funzione di Dirichlet (Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 13 febbraio 1805 - 5 maggio
1859, Germania)

{415

¢ integrabile a la Lebesgue in ogni insieme E misurabile. Infatti, poiché VE C R misurabile &
sempre possibile considerare la partizione in razionali e irrazionali, cio¢

E=ERUE;, ErNE =0 — ,U(E):,U(ER)—F‘LL(E]):[J(E]),

dove Ex = ENQ e E; = E\ER, per I'integrale su tale insieme della funzione di Dirichlet si ha

/E D(x)dx = /E RD(x)dx+ /E ID(x)dx = w(Eg) =0,

I’ultima identita segue dal fatto che E ¢ un insieme di numeri razionali, ¢ quindi misurabile e ha
misura nulla.
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Funzioni quasi dappertutto nulle

Si definisce funzione quasi dappertutto nulla (QDN) ogni f(x) limitata, che sia nulla in tutto
il suo dominio privato dei punti di un insieme di misura nulla.
Proposizione. Sia f(x) una funzione QDN definita in un insieme misurabile E, allora

[ s = [ 1oPas=o.

Dim.: Indichiamo con E ed E; i sottoinsiemi disgiunte di £ in cui, rispettivamente, la funzione
sia nulla ed assuma valori diversi da zero e finiti. Per ipotesi: u(E;) =0e pu(E;) = u(E). Peril
modulo dell’integrale, usando la disuguaglianza di Darboux, si ha la seguente limitazione

/Ef(x)dx = ‘/Ezf(x)dx

da cui I’annullamento del primo integrale. Per il secondo usiamo il teorema della media per la
funzione integranda | f(x)|?, per cui si ha

0<

< max{|£(x)[} (E2) = 0,
XEL) ;;6-/

2 o 2 T2 _
Oé/Elf(X)\ dx‘/Ez () Pdx = 7P pa(E2) = 0.

=0

dove | f|? rappresenta il valore medio della funzione | f(x)|?, Vx € Ex.
Consideriamo una generica funzione limitata f(x), definita nell’insieme E = E; UE, C R,

. 0 x€E|
ro={ %, 1En .

allora per il modulo quadro si ha

0 xeE
2 1
rwp={ %, eh

Segue che, se I'integrale | f(x)|? in E & nullo, allora la funzione & una QDN. Infatti, usando il
teorema della media, si ha

~—~
>0

0=/Ef(X)|2=/Ez FOP=FEuE) —  u(E) =0,

la funzione ¢ una QDN, essendo diversa da zero solo sui punti dell’insieme a misura nulla Ej.

Teorema. Una funzione limitata f(x) definita in un insieme misurabile £ C R, & una funzione
QDN <= VE’ misurabile, con E' C E, si ha

f(x)dx=0.
E/

Dim.: (=) Se f(x) & una funzione limitata e QDN in E, si ha, VE' C E, la disuguaglianza di
Schwarz

2
0<

f(x)dx
E/

2 = ! x)[dx ! x)[>dx = 0.
< [IreoPas [ax=(e) [ |0Pax < (e [ 170Pds=0
=0
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Dim.: (<=) Si ha, per ipotesi, che I'integrale della funzione su qualsiasi sottoinsieme ¢ nullo.
Dividiamo I’insieme E in tre sottoinsiemi disgiunti: £ = Ey U EyUE_, dove la funzione assume,
rispettivamente valori: positivi, nulli e negativi, cio¢

>0 X€E+
f(x) =0 x€ekp
<0 xeE_

Gli integrali sui tre sottoinsiemi sono nulli per ipotesi, in particolare
fdr=fiu(Es) = pE:)=0,
+

I’'implicazione ¢ conseguenza del fatto che i valori medi della funzione negli insiemi E, ovvero
£+, sono non nulli, infatti, per definizione, f >0, f_ < 0. Ne consegue che f(x) & una funzione
QDN, essendo non nulla e limitata solo sui punti dell’insieme a misura nulla £, UE_.

Funzioni a quadrato sommabili

Sia f(x) una funzione complessa a valori reali definita nell’insieme misurabile E C R, se esiste

ed ¢ finito I’integrale
[ 17w Pooas
E

allora la funzione f(x) appartiene alla classe delle funzioni a quadrato sommabili in E, rispetto
alla funzione peso p(x) (limitata, integrabile, reale e non negativa) e tale classe si indica con
L2(E).

Proposizione. Se f(x) € L;(E), con E limitato allora f(x) € L,(E), ovvero L>(E) C L,(E).

)€
Dim.: Una funzione si dice sommabile in E, ovvero f(x) € L,(E), PN

X)dx| < oo.

Allora, ¥ f(x) € LIZ7 (E), usando le disuguaglianze di Darboux e di Schwarz si ottiene 1’asserto,

infatti
<</|f JIp(x dx) /|f oy [ plids <o

<eo = f( )eL2 (E)

x)dx

Teorema. La classe delle funzioni a quadrato sommabili lej(E) rappresenta uno spazio
vettoriale.

Dim.: Verifichiamo le proprieta richieste.
SVLI. Moltiplicazione per uno scalare: V f(x) € le, (E)eVa eC,

/\af 2 p(x) dx—]a]z/\f Ndx<e = af(x)c2(E).
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SVL2. Somma: V f(x),g(x) € L3(E),

Jirwrs@Ppwas = [P i+ [1gl o)

+2 [Relf(x)g" ()] pla)a

E

i primi due termini del secondo membro sono finiti poiché le funzioni sono a quadrato
sommabili. Per I'ultimo termine usiamo la disuguaglianza di Schwarz

( /ERe[ﬂx)g*(x)}p(x)dx)z <

2

/!f ) p(x dX/\g (x))* p(x)dx < oo.

IN

Ne consegue che: f(x) 4 g(x) € L3 (E).

SVL3. Esiste I’elemento nullo ed ¢ la funzione QDN, in particolare, per ogni funzione QDN f(x),
si ha che anche |f(x)|?p(x) & una funzione QDN.

SVLA4. Interpretando le funzioni f(x)di Lf, (E) come rappresentazioni di vettori astratti |f) di
uno spazio vettoriale L? a dimensione infinita e continua, definiamo il prodotto scalare
come segue: V|g) € L? e V(f| € L**, con |g) > g(x) e |f) « f(x), ovvero (f| <> f*(x),
quindi f(x),g(x) € L?,(E ),

(flg) / F(©)g@p)dx = (glf)".

1l prodotto ¢ finito, infatti per la disuguaglianza di Schwarz

e = [ [P pwas [ 1) s <

SVL5. La metrica & indotta dal prodotto scalare, per cui, V|f) € L? e quindi V f(x) € L2(E), si
definisce norma di f(x)

12
0< |Ifll = VIIF = [ / \f<x>|2p<x>dx} <o,

N.B.: La rappresentazione dello spazio vettoriale astratto L? attraverso le funzioni di LIZ, (E) non
¢ univoca. Infatti, V| f) € L?, esistono infinite funzioni f(x) € L;(E) tali che: |f) < f(x). La
differenza tra una qualsiasi coppia di tali funzioni ¢ una funzione QDN.

2.33.10 Completezza di L} (E)
Sia {fi(x)}72_, una successione di funzioni di Li (E), si dice che la successione converge in
media <5 3 f(x) € LZ(E), tale che

tim [ 1 —hm/m FORp@)dx=0.

La funzione limite f(x) non ¢ unica, ¢ infatti definita meno di una funzione QDN.
Dal limite precedente si ha

lim (fi(x) — f(x)) = q(x),

k—yoo0
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dove g(x) & una funzione QDN. Si definisce il limite in media e si indica con il simbolo Li.m.
la relazione

Lim. fi(x) = £(x).

Questa scrittura indica che la successione {fi(x)};?_, converge in media alla funzione f(x).
Ovvero che, nel limite k — oo, la funzione f;(x) tende quasi dappertutto in E alla funzione
f(x), ciog, il limite della successione non coincide con la funzione f(x) solo nei punti di un
sottoinsieme di £ che ha misura nulla. La convergenza puntuale implica quella in media, ¢ falsa
I’affermazione contraria.

Teorema di Weyl. (Hermann Klaus Hugo Weyl, 9 novembre 1885 - 8 dicembre 1955, Germania)
Lo spazio vettoriale Lf,(E ) & completo, ovvero ogni successione di Cauchy di suoi elementi
converge.

Dimostriamo che ogni successione di LI%(E ) converge <= ¢ una successione di Cauchy.
Dim.: (<) Si ha per ipotesi che {fi(x)};7_; € una successione di Cauchy, ovvero che: Vk € N,
dny € N, tale che,

1
||fm_fn”<? Vm?’/lznk?

con, senza perdita di generalita, n; monotono crescente, ovvero tale che: nj | > n;. Si definisce
cosi la sotto-successione { f, (x)}7_; C {fx(x)}7_,. Dimostriamo che tale sotto-successione
converge. Costruiamo la successione accessoria {g;(x)}7_; come

gl(x) - fnl(x)
82(x) = fu,(x) = fu (%)

8i(x) = fu; () = fa, 1 (x)

Y

in modo tale che la somma delle prime k funzioni sia
k
Fu () = 8j(x).
j=1

La serie dei termini g;(x), con j € N, converge, infatti si ha

0< D gi@| <) il =g+ Dy = foall < llgall +1 < oo,
j=1

Jj=1 J=2

ne consegue che esistono infinite funzioni che rappresentano la somma in media della serie,
ovvero 3 f(x) € L3 (E), tale che

Z g (x) in m:ediaf(x) '
j=1
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Le infinite f(x) che verificano questa identita differiscono per funzioni QDN. In altri termini,
la convergenza in media della serie equivale alla convergenza in media della successione delle
somme parziali

k
Li.m. ;g"(x) =Lim. £, (x) = f(x).

Infine, verifichiamo che la convergenza, ad una funzione f(x), di una sotto-successione di una
successione di Cauchy implica la convergenza della successione completa alla stessa funzione
f(x), questo conclude la dimostrazione. La convergenza della sotto-successione { f;, (x)}_,
implica che: Ve > 0, dne € N, tale che,

1fne = 1 < /2, Vi > ne
mentre per la condizione di Cauchy, k. € N, tale che
1fn = fall < €/2, Vm,n>ke.
Ne consegue che: Ve > 0, Im, = max{ng, k. }, tale che
i = I < fie— ful| + [ oy = fll <&0 Vhing = me,
e quindi la successione converge, ovvero

Lim. fi(x) = f(x).

Dim.: (=) Per ipotesi la successione { fi(x)};_, converge in media alla funzione f(x), dimo-
striamo che ¢ una successione di Cauchy. La condizione di convergenza implica che: V€ > 0,
dn, € N, tale che

Ife—fll <&/2, Vk>ke.
Allora, Vm,n > ng si ha

[ fon = Sall < o = fII+ W fn = 1l <&,

quindi la successione ¢ di Cauchy.



