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Trasformate di Fourier in L?(R)

Il teorema di Plancherel, che non dimostreremo, garantisce I’esistenza, almeno in media, sia
delle trasformate che dell’anti-trasformate di Fourier di funzioni a quadrato sommabili.

Teorema di Plancherel. (Michel Plancherel, 16 gennaio 1885 - 4 marzo 1967, Svizzera). Sia
f(x) € L*(R), allora la TF & definita come

ed ¢ essa stessa una funzione a quadrato sommabile, la cui anti-trasformata di Fourier converge
in media, in R, alla funzione f(x), ovvero

) = F A = L. / flewed.

Dal teorema di Plancherel segue anche I’equazione di Parseval per le TF che sancisce I’identita
tra le norme della funzione e della sua TF, cioe

LA = IZ AN -

La verifica & immediata, infatti, indicando con f(k) la TF della funzione f(x), si ha

f(x)=1im. E / f)e®dk < / v / flk ‘k"dk
sviluppando la seconda identita, si ottiene 1’equazione di Parseval
0= /_ Z f(x) _\/lsz /_ Zf(k)eik"dk
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Si ha anche la forma generalizzata dell’equazione di Parseval, infatti, ¥ f(x), g(x) € L*(R)
/wf( / dk/ dx/ dx' f*(x) g(x)e* =)
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Alcuni esempi notevoli di trasformate di Fourier

Calcoliamo esplicitamente le TF di alcune funzioni notevoli.

La funzione a gradino
Sia f(x) € L(R) N L?*(R), la funzione gradino definita come

1 x| <a

r={ o nee

con a € (0,%0). Come specificato, questa funzione & a quadrato sommabile e anche sommabile in
R, in quanto & non nulla solo nell’intervallo finito (—a,a). Calcoliamo la TF

. 1 ‘. 1 e ika _gika /2 sen(ka)
K =Z[fl= — —ikx 1y = -2\
f( ) k[f] \/271_/_“6 X \/ﬁ —ik T k

E interessante osservare che il limite per a — oo di questa espressione da la rappresentazione
della delta di Dirac §(k) moltiplicata per v/27. Usando il teorema di Plancherel si ha che
I’anti-trasformata di Fourier della funzione f(k) deve coincidere quasi ovunque con la funzione
di partenza f(x). Calcoliamo I’anti-trasformata e si ha

1 = 1 [~ sen(ka) ; 1 [~ sen(ka) ;
T [f] =—= ke dk=— | ———edk =~ / 2™ dk
[/] ﬁzﬂ/wf()e ﬂ/m P o e
oo ik(a+x) __ ik(—a+x) oo ik(a+x) _ ik(—a+x)
_1 / ¢ e dk=— [ ¢ ¢ dk,
T/ o 2ik 2w J_., k—ie

i risultati dell’integrale dipendono dal valore del coefficiente (+a + x) della variabile k negli
esponenziali. Si hanno i seguenti cinque casi, che sono riconducibili a sole tre valori dell’anti-
trasformata, cioe

0 x<—a — x+a<0ex—a<0
1/2 X =—a — x+a:06x_a:_2a + _
ﬁ*x[ﬂ: 1 x| <a — x+a>0ex—a<0 :W'
1/2 x=a — xta=2aex—a=
0 x>a — x+a>0ex—a>0

Verifichiamo, infine, la validita dell’equazione di Parseval, calcolandone il membro destro e
quello sinistro, ovvero la norme delle funzioni f(x) e f(k). Consideriamo per economia di
scrittura le norme al quadrato, per la funzione f(x) si ha

UW:[LWWWZLdﬁﬂm

Per la TF f(k) usiamo il percorso di integrazione I's, che si ottiene deformando con continuita
I’asse reale in modo che aggiri 1’origine da sotto con una semi-circonferenza di raggio €, centrata
nell’origine e immersa nel semipiano della parti immaginarie negative, ovvero

R — Tp = (—o0,—£)U{z:z=¢€€"®,0 € [1,27]} U (&,0).

Poiché I’origine rappresenta una singolarita eliminabile per la funzione integranda, il cambia-
mento del percorso di integrazione, dall’asse reale R a I'¢, non cambia il valore dell’integrale e
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la norma al quadrato della TF vale

” * sen’ w 2ika | ,—2ika _
171 / (k)lzdk—n/ SenkUm)dk:_l e¥ika 4 ¢ 2

2 27 ) k?
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=3 et 22 dk (cambiamento del percorso d’integrazione)
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L’esponenziale del valore assoluto e la distribuzione Lorentziana

Consideriamo la funzione f(x) = e~“X con a € (0, ), si tratta di una funzione sia sommabile
che a quadrato sommabile in R, cio¢ f(x) € L*>(R)NL(R), Va € (0,0), possiamo applicare il
teorema di Plancherel. Calcoliamo la TF

1 0 .
Zr [e—a|x|i| - e—a|x\e—lkxdx _ x a—ik) dx—|— —x( a—Hk
V 27r —oo \ 27'[

R R T o
C V2rn \a—ik  a+ik) N rmk2+a?’

La funzione ottenuta
- _ 12  a
f(k) e tgé\k [e a‘x|i| g k2 az 5

si chiama distribuzione Lorentziana (Hendrik Antoon Lorentz, 18 luglio 1853 - 4 febbraio 1928,
Olanda).
Calcoliamo 1’ anti-trasformata di Fourier della funzione f(k),

2 a 1 * 12 a , a [ &
a ikx
x|/ = = \/ = dk = — — dk
[\/;kz—i—az V2 /oo nkz—i—aze n/m k2 +a?

dk.

_a e

n/m (k+ ia)(k — ia)
Possiamo chiudere il percorso di integrazione con semi-circonferenze centrate nell’origine, di
raggio divergente, immerse nel semi-piano delle parti immaginarie positive o negative, concor-
demente con il segno della variabile reale x, cosi da poter utilizzare il teorema dei residui per
ottenere il valore dell’integrale, che coincide con quello cercato, grazie al lemma di Jordan che
assicura la nullita dei contributi delle semi-circonferenza. La funzione integranda ha due poli
semplici in k = =ia, per cui si ha

2 a a [ e'kx
F_ - == —dk
x[\/ Tk +a? 717/_00 (k+ia)(k—ia)

ikx
2iTRes |:e7k = la:| = Ee_ax E Ee_a|x| x>0
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B E ikx
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il segno meno nella seconda espressione tiene conto del verso di percorrenza negativo, ovvero in
senso orario, del percorso chiuso nel semi-piano delle parti immaginari negative.
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Abbiamo ottenuto quanto previsto dal teorema Plancherel nel caso di funzioni continue, cio¢ la
coincidenza tra la funzione f(x) originale e I’anti-trasformata della sua TF f(k).

Verifichiamo I’equazione di Parseval, ovvero la coincidenza delle norme al quadrato delle
funzioni f(x) e f(k). Perla f(x) si ha

) ) 0 )
1 1 1
Fils :/°<> |f(x)|2dx:/we_z"xdx:/mezaxdx—l—/o ey = T =

Nel caso della TF f(k) usiamo la procedura di integrazione nel piano complesso k gia adottata in
precedenza, si ha

N ol n ST h
177 = [ vwpa=2 [ s =2 | e

possiamo usare il teorema dei residui chiudendo il percorso d’integrazione con una semi-
circonferenza centrata nell’origine, di raggio divergente, immersa indifferentemente nel se-
mipiano della parti immaginarie positive o negative. Infatti la funzione integranda moltiplicata
per la stessa variabile £ tende uniformemente a zero al divergere del raggio su entrambe le
semi-circonferenze, quindi, per il lemma di integrazione sugli archi infiniti, si ha che in entrambi
i casi gli integrali sugli archi sono nulli al divergere del raggio. Scegliamo di chiudere sopra,
quindi si ha

||sz 2a2/°° dk 2a22,ﬂ d 1 gi2 L 1
= =2l 5 = —dla =-.
T J o (k+ia)?(k—ia)?’ & dk (k+ia)?|,_,, (2ia)® a

L’equazione di Parseval ¢ verificata in quanto le norme sono uguali della funzione f(x) e della
sua TF sono uguali.

La distribuzione gaussiana
Consideriamo la distribuzione Gaussiana

fx)=e",

che, Va € (0,0), rappresenta una funzione sommabile e a quadrato sommabile in R, cio¢, come
nel caso dell’esponenziale del valore assoluto, f(x) € L*(R) N L(R) e si pud applicare il teorema
di Plancherel.

Calcoliamo la TF

2 1 °° 2 1 o >
Fi [e—ax } _ o ke gy — e—(ax +lkx)dx,
V2T J o V2T J

il polinomio di secondo grado in x ad esponente puo essere scritto come

kZ

e\ 2
ax® + ikx = <\/ax+ 2l\/ﬁ> —1—@,

sostituendo questa espressione si ottiene

2, o \2
e 4 _ _ik_
P
27 J -
La funzione integranda ¢ ancora una distribuzione Gaussiana anche se di variabile complessa.

Poiché non ha singolarita, possiamo deformare con continuita il percorso d’integrazione senza
cambiare il valore dell’integrale, in particolare sostituiamo 1’asse reale con la retta a esso parallela

7o) =
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di equazione Im(z) = —ik/(2a) appartenente al semi-piano delle parti immaginarie positive o
negative a seconda che k sia rispettivamente negativo o positivo. Avremo

2

Aot Varig) e (m «
e — Z,
¢ \/ 2 V21
dove I' = {z:Im(z) = —ik/(2a)} rappresenta la retta precedentemente descritta. Posto z =
r —ik/(2a) I’ultimo integrale diventa
o] [t T ok
€ ol dr = e r
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= ~Var) g Ja =
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dive si ¢ usato il ben noto integrale
© 2
/ e du=+r.

In definitiva si ha che la TF di una distribuzione Gaussiana € ancora una distribuzione Gaussiana,

2
e 4

Nk

E quindi banale verificare il teorema di Plancherel, calcoliamo I’anti-trasformata della TF, usando
il risultato gia ottenuto, si ha

F(k) = Fi | =

1 K2 1 _a2 2
4/

e lftu 2 1 e
ﬂ—x[q g—x[m]:mg—x[e “]:mme @) = ¢ —f(x)

Verifichiamo infine 1’equazione di Parseval, calcolando le norme al quadrato delle due funzioni
f(x) e f(k)e constatandone 1’uguaglianze,

P = [ e ‘r/ 2a) dxm—\/>

~2_ e 2 ka
P - [ [ e [T

2.36.7 Trasformazioni di Fourier per risolvere le equazioni differenziali

Consideriamo un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti che, in forma operato-
riale, pud essere data come

OAXM()C) = f(x) ’

dove O, & un operatore differenziale di ordine n a coefficienti costanti

X—Z%dﬂ

dove {q ,} C C & I'insieme dei coefficienti, la f(x) ¢ 1a funzione d’ingresso (inpur) e u(x) &
la funzmne 1ncognlta
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Facciamo la TF di ambo i membri dell’equazione, assumendo che la funzione d’ingresso sia
sommabile in R, ovvero f(x) € L(R) e indicando con ii(k) e f(k) le TF della funzione incognita,
da determinare nella classe L(R), e di quella d’ingresso, avremo

Fi [Oxu(x)] = Z|f]
‘ o~ diu ~
jz_;qj'fk [de} = f(k)
> aqjlik)a(k) = f(k).
=0

Si passa, cioe, da un’equazione differenziale per le funzioni nella variabile x ad un’equazione
algebrica per le relative TF. La TF della soluzione &

-1

dove abbiamo indicato con g(k) I’inverso del polinomio di grado n nella variabile k con coefficien-
tiilq j»con j€{0,1,...,n}. Facendo le anti-TF, usando il teorema delle TF delle convoluzione
e indicando con g(x) = .%_,[g], si ottiene la soluzione,

~ 1 1
ulx)=_,|fk)gk)| = —F_ *F_ |8l = —=
( ) x[f( )g( )} \/ﬁ x[ﬂ x[g] \/27.[
Esplicitamente, la soluzione si ricava come convoluzione della funzione d’ingresso f(x) e
dell’anti-TF della funzione g(k), che si chiama ammettanza, cio¢

1 * / / /
) = o | re=xgtray

La funzione g(x) che permette di ottenere la soluzione in corrispondenza di ogni funzione
d’ingresso f(x), che ammetta convoluzione con la stessa g(x), si pud interpretare come la
soluzione ug(x) dell’equazione impulsiva, ovvero dell’equazione che ha lo stesso operatore
differenziale e una delta di Dirac come funzione d’ingresso. Infatti, applicando il metodo delle
TF si ha

(f#8)(x).

Fi[Oo(0)] = B = —— = (k)

V2m

In definitiva la soluzione generica &

e R )

u(x) = /:f(x—x’)uo(x')dxl.

Il metodo di Green

In generale, un problema differenziale (anche integro-differenziale) ¢ caratterizzato da un ope-
ratore differenziale (integro-differenziale) O, tipico del sistema fisico, una funzione d’ingresso
f(x), che descrive le sollecitazioni cui lo stesso sistema & sottoposto e da un insieme di condi-
zioni al contorno, che permettono di fissare tutti i gradi di liberta di una generica soluzione. Un
tale problema ¢ rappresentato dall’equazione

Ouu(x) = f(x)
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e dalla classe di funzioni C(0), tipiche dell’operatore, che verificano, cio¢, le condizioni al
contorno.

Risolvere il problema significa trovare una soluzione dell’equazione appartenente alla clas-
se di funzioni C(O).

Formalmente la soluzione u(x) dell’equazione si trova invertendo 1’operatore O, per cui

u(x) = 0; ' f(x).

In molti casi ¢ possibile definire I’operatore inverso come un operatore integrale, ovvero

071 f(x) = / Gl ) f()d,

dove E C R & I’insieme in cui & definita la funzione d’ingresso e la stessa G(x,x’), ovvero:
f:E —ReG:E?>— R. Lafunzione G(x,x'), che rappresenta il nucleo o kernel, dell’ operatore
integrale, si chiama funzione di Green dell’operatore differenziale O, (George Green, 14 luglio
1793 -31 maggio 1841, Regno Unito).

Nel caso di operatori differenziali lineari a coefficienti costanti la funzione di Green ¢ data dalla
soluzione dell’equazione impulsiva e la sua dipendenza dalle variabili x e X’ & nella forma (x —x').
Si ha infatti che

G(x,X') =G(x—x),

ovvero la funzione di Green ¢ una funzione di convoluzione che rappresenta il nucleo (kernel) di
un operatore integrale di convoluzione. In particolare avevamo ottenuto

Gx—x) =up(x—x'),
dove up(x) & la soluzione dell’equazione impulsiva che scritta nella variabile (x —x') &
Outg(x—x') = 0,.G(x—x) =8 (x—x).

Moltiplicando per la generica funzione d’ingresso f(x’) e integrando in dx’ sull’insieme E, si
ottiene la soluzione generale, infatti

OX/EG(x—x’)f(x’)dx’—/EOXG(x—x’)f(x’)dx’—/E(‘S(x—x’)f(x’)dx’—f(x),

dove la prima identita ¢ giustificata dal fatto che I’operatore non dipende dalla variabile d’inte-
grazione x’, & quindi immediato che ’integrale di convoluzione, a primo membro, & la soluzione
cercata

che, infatti, verifica I’identita

Ouu(x) = f(x).

Alcune proprieta della funzione di Green

La funzione di Green G(x,x’) di un dato operatore differenziale O rappresenta la soluzione del
problema impulsivo

0,G(x,x') =8(x—x),

soddisfa, quindi, le seguenti proprieta.
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0,G(x,xX)=0,Vx#x.

e La G(x,x') come funzione di x verifica le condizioni al contorno.
e La funzione di Green G(x,x’) & continua Vx # x/, I’eventuale discontinuita in x = x’ &

determinata dalla forma esplicita dell’operatore O,. Ad esempio, se Oy = d° / dx?, la
funzione di Green ¢ continua anche in x = x/, mentre la derivata prima ha una discontinuita
di tipo 0(x) di Heaviside, ovviamente la derivata seconda ne avra una di tipo delta di
Dirac.

La funzione di Green ¢ simmetrica rispetto allo scambio delle due variabili, cioe

G(x,x') = G(xX ,x).



