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Capitolo 2. Spazi vettoriali

D2.

D3.

D4.

Le due basi {|ax)}}_; e {|ex)}}_, sono connesse dalla trasformazione 7', ovvero |a;) =
Tlex), k€ {1,2,...,N}, lamatrice T rappresenta I’operatore 7" rispetto alla base {|e) }y_;,

si ha ciog T <> T, quindi
lax) = Tex) = Tle;) ke{l1,2,...,N}.
Rispetto alla stessa base possiamo rappresentare i vettori della base degli autovettori, si ha
lax) = ajylej) ke{l1,2,...,N}.

Uguagliando le due espressioni del vettore |a;) delle relazioni precedenti, entrambe date
da combinazioni dei vettori della stessa base, si ottiene 1’identita tra i coefficienti omologhi

T,j:afk), j.ke{1,2,...,N},
che rappresenta la relazione che si voleva dimostrare.
Nel caso in cui vi sia degenerazione e quindi si abbiano solo M < N autovalori distinti

M . . M . . .
{ u j}j:1 , con ordini di degenerazione {m j}j:l C N, si hanno i raggruppamenti:

Hj= Oy ovmj 41 = Oy eom 1 = oo = Oy vje{l,2,...,M}.

La rappresentazione spettrale diventa

A

N
A:ZakA(k) = M (ﬁ(])+~"p(ml))+.u2(p(m1+1)+---P(ml+m2))

A

+.. . +IJM (p(N—mM-ﬁ-l) + .. P(N))
M
> 10,
j=1
M

dove gli operatori {Q( j)} j=1 sono proiettori in quanto somme di proiettori ortogonali.
Inoltre coprono tutto lo spazio poiché lo loro somma coincide con la somma di tutti i
proiettori { Py }Y_|.

Dato il polinomio p(x) = Y_j_, pxx", di grado n € N e con coefficienti complessi { p; }1_, C
C, I’operatore p(A) sara la combinazione

n
PA) =D prAt.
=0

Per calcolare le potenze intere di A usiamo: la rappresentazione spettrale dell’operatore,
I’ortogonalita e I’'idempotenza dei proiettori, si ottiene quindi

M h M M
A= D w0y | =D mjol=> uo.
j=1 =1 j=1

Ne consegue che I’operatore polinomio ha la rappresentazione desiderata

M n M
pA) = ZZPth’ 0 = ZP(NJ)Q(j)-
=1 h=0 =1
————
p(y)
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D5. Cerchiamo un polinomio g (x) tale che

qk(,uj):Skj, Vk,jE{l,z,...,N},

ovvero si deve azzerare in corrispondenza degli (M — 1) valori y;, con j € {1,2,... . k—
l,k+1,...,M}. Possiamo quindi definire un polinomio py(x) di grado (M — 1) che abbia
come zeri semplici gli autovalori richiesti e normalizzarlo per far si che sia uguale ad uno

in g, cioe
= pex) T XM
pex) = —ny) qi(x) = =[[—+.
i Pr(x) g e By

L’ operatore che si ottiene valutando il polinomio in A coincide con il k-esimo proiettore
Q(k), come volevasi dimostrare, infatti

M M
G(A) = ZQk(Hj)Q(j) = Z5ka(j) = Q(k), Vke{l,2,...,M}.
j=1 j=1

Invarianti degli operatori diagonalizzabili

Consideriamo un operatore diagonalizzabile A : Ey — Ey, con autovalori { oy }f{vzl e autovettori
{|ak>}£4: ;- L’insieme degli autovettori rappresenta una base dello spazio vettoriale Ey, rispetto
alla quale I’operatore ha la rappresentazione diagonale

o 0 ... O
0 a ... O
Al = oy 8 = A= . . .
0 0o ... oN

Lo spettro discreto di un operatore, cosi come il determinante e la traccia sono invarianti,
non dipendono, cioe, dalla rappresentazione e valgono le seguenti relazioni:

N N
Tr(A) =) o, det(4) = [ [ -
k=1 k=1

Nel caso banale di un operatore di dimensione due, ovvero con range di dimensione due, le
relazioni precedenti sono sufficienti a determinare gli autovalori.

L operatore aggiunto AT : Ey — Ey dell’ operatore diagonalizzabile A ha gli stessi autovettori,
mentre gli autovalori relativi sono i complessi coniugati di quelli di A. Cid si evince dalla rappre-
sentazione spettrale di A, che si ottiene facendo I’aggiunto hermitiano della rappresentazione
spettrale dell’operatore origina A

N N
i () -3,
k=1 k=1
ne consegue che, avendo gli stessi proiettori, gli autovettori sono gli stessi, mentre gli autovalori

sono i complessi coniugati, si hanno quindi le equazioni agli autovalori

AT\“}J = oplag) .
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Operatori normali

. AL def, 2 ax L . .
Un operatore limitato A si dice normale <= [A,A"] = 0, ciog se commuta con il suo aggiunto.

Teorema sugli operatori normali. Un operatore limitato A : Ey — Ey ammette un insieme ON
di autovettori {|uz)}}_, <= & un operatore normale.

Dim.: (—>) Sia {|a;)}_, un insieme ON di autovettori di A con autovalori {04 }}_,, si hanno
quindi, per lo stesso operatore A e per il suo aggiunto A", le equazioni agli autovalori

A|ak>:ak|ak), A”ak):aﬂak), VkE{l,Z,...,N}.

Consideriamo I’azione dell’operatore commutatore sui vettori {|ax) }2[:], che rappresentano una
base ON di Ey,

A,ANar) = AAT|ay) —A"A|ay)
= oAla) — oA’ |a)
(X/:OCklak>—Otk(X]j‘ak>:|0>, Vke{l,Z,...,N},

ovvero I’operatore commutatore & nullo.

Dim.: (<=) Dimostriamo solo il caso in cui non c’¢ degenerazione, ovvero si hanno N autovalori
distinti. Avendo per ipotesi che 1’operatore A & normale si dimostra che esiste un insieme ON di
autovettori. Sia {|a;)}y_, I'insieme degli autovettori di A con autovalori {04} _,, si ha quindi

Alay) = ogaz) Vke{1,2,...,N}.
Per ipotesi il commutatore di A e A" & nullo quindi, Vk € {1,2,...,N},

10) = [A,A|ax) = AAT|ay) — ATAay) = AAT|ax) — o4 AT |ar)
\
A& |ar) = AT |ay) .
Cio implica che gli N vettori Af|a;) sono autovettori di A relativi agli stessi autovalori { o }2’: 1
sono cioeé proporzionali agli omologhi dell’insieme { \ak>}kN:1. Esiste un insieme di coefficienti
{pe}Y_,, tale che

AL

A‘|ak>:pk|ak>, VkE{l,z,...7N}7

questa & I’equazione agli autovalori per A¥, che ha quindi gli stessi autovettori di A. Dimostriamo
che gli autovalori di AT sono i complessi coniugati di quelli di A. Consideriamo, per 1’operatore
A, I’equazione per il generico, k-esimo, autovalore in forma duale e moltiplichiamo, a destra, per
il ket |a), mentre, per I’aggiunto AT, I’equazione “diretta” e moltiplichiamo a sinistra per il bra

{

(@lA" = o {a| Allay) = pilag)
(a|A|ar) = o {arlay) (ae|ATax) = prlaklar),

sottraendo membro a membro e sfruttando la condizione: |a;) # |0) e quindi (aj|a;) > 0,
vje{l,2,...,N},siha

0= (o — px) (axlax) — o = px, Vke{1,2,...,N}.
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In definitiva gli operatori A e AT hanno gli stessi autovettori {|a;)}y_, con autovalori, ri-
spettivamente, {0y }y_; e {a’%}1_,. Dalle due equazioni agli autovalori k-esima e j-esima,
Vk,j€{1,2,...,N}, moltiplicate rispettivamente per (a;| e (a| si ottengono le identita

fi|ak> = oilag) §T|aj> = 0‘}‘|“j>
(ajlAlae) = aufajla) (@|A'a;) = o (alay).
Sottraiamo alla prima la complessa coniugata della seconda
0= (o —aj){ajlax), Vk,je{1,2,...,N},

avendo che oy # ¢t se k # j, si ottiene la condizione di ortogonalita desiderata
(ajlar) = 8jlajlaj), Vk,je{1,2,....N}.
Infine, possiamo normalizzare i vettori |a); definendo i vettori

) = 1%

- Vada)

che costituiscono I'insieme ON {u) }y_;.

Esempi di operatori normaili
e Gli operatori hermitiani sono operatori normali, sia # hermitiano

A~

(4,8 =[A,0] =0.

e Gli operatori unitari sono anch’essi operatori normali, infatti, sia U unitario, quindi tale
che: 00T =070 =1, allora

0.0 =007 -0

Rappresentazione spettrale con basi ortonormali

Sia A : Ex — Ey un operatore normale che, quindi, ammette un insieme ON di autovettori
{Jax)}2,, che rappresenta una base di Ey e verifica la relazione di completezza

N
> lax) (| =1
k=1

Si ha allora che

n

n n
A=A1=RA>"|ap)(ar] = Alag)(ar] = Adlar) (arl -
k=1 k=1 k=1

Questa & la rappresentazione spettrale dell’operatore normale A, I’insieme dei proiettori ortogo-
nali ¢ quindi

{Poy = la) il },_, -
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Funzione di un operatore

La nozione di funzione di un operatore o funzione operatoriale generalizza quella di polinomio
operatoriale gia visto. Consideriamo una funzione f(z) analitica nell’origine e quindi ivi
sviluppabile in serie di Taylor con raggio di convergenza R, che si ottiene con la formula di
Cauchy-Hadamard, cioe

I -1
=Y s El<r= (imswli")
k=0 ke

Generalizzando quanto visto per un polinomio, si ha che la funzione operatoriale dell’ operatore
A : Ey — Ey &, almeno formalmente esprimibile coo una serie analoga,

FA)=>" fidk,
k=0

con I’ovvia condizione di convergenza: ||A|| < R. Consideriamo il caso in cui A sia diagona-
lizzabile allora, valgono, per lo stesso operatore e per la sua potenza h-esima, con h € N, le
rappresentazioni spettrali

A=

M=

M
WOy,  AM=>"uho,
i=1

J

Se gli M autovalori distinti { u j}A{], sono tali da verificare la condizione
Jj=
lujl <R, vjie{l,2,....M},

allora la funzione operatoriale &

M
,}gngkAk— lim kaZu, th kau 0y =D f (1) Q-
Jj= J=1 j=1

%,_/
fuy)

L operatore f(A) ha gli stessi autovettori di A, gli autovalori, invece, sono le immagini tramite
f(z) di quelli dello stesso operatore A. Ovvero si hanno le equazioni agli autovalori

A|aj>:uj‘aj> = f(A)|aj>=f(Hj)|“j>7 vj€{1727""N}'

Osservabili in Meccanica Quantistica

In meccanica quantistica si definiscono osservabili di un sistema fisico tutte le proprieta dello
stesso sistema, come: I’energia, il momento, la posizione, ecc., che possono essere misurate, ov-
vero, cui € possibile associare quantita reali. Le osservabili sono “rappresentate” da operatori
hermitiani che agiscono su spazi di Hilbert.

Sia A : Ey — Ey un operatore hermitiano, quindi normale, e {|¢)}»_, una base ON dello spazio
vettoriale Ey composta da autovettori di A, con autovalori { }2]:1, quindi:

H|o) = |9 (0clo;) = 87, Vk,je€{1,2,...,N}.

Gli autovalori sono gli unici risultati possibili della misura della grandezza corrispondente
all’operatore H effettuata su un dato sistema fisico.
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Se il sistema fisico si trova in uno stato generico caratterizzato dal vettore |y) € Ey, ’ampiezza
di probabilita di ottenere il valore A; da una misura della grandezza caratterizzata dall’ operatore
H, ovvero di far collassare il sistema nell’autostato |¢x) corrispondente di H, coincide con
la componente, c* = (¢|y), “lungo” |¢) del vettore |y). In generale, se indichiamo con
|y;) e |yy) due possibili stati per uno stesso sistema, I’ampiezza di probabilita, </ (i — f), di
transizione |y;) — |yy) & data da: o7 (i — f) = (yy|y;) e la probabilita si ottiene come modulo
quadro, cioe

P(i = f) = [(wrlwi) |

Questa quantita & reale e, normalizzando ad uno gli stati |y;) e |yy), si ha, come & naturale

TV

Pi— f) = | (sl | < vl s = 1.

Ne consegue che la probabilita che il sistema passi da uno stato generico | ) ad un autostato |¢y)
di H, in cui, cioe, il valore della grandezza fisica associata ¢ ben definito e uguale all’autovalore
corrispondente Ay, &

P(y = ¢0) = (o y) [P = |-

La probabilita di ottenere uno qualsiasi dei possibili valori { lk}kN: | deve essere uno, ovvero la cer-
tezza, infatti, grazie alla relazione di completezza della base ON {|@y)}7_, e alla normalizzazione
di |y), siha

N

ST = S (wloo) (delv) = (wly) = 1.
k=1

k=1

Si chiama valore di aspettazione di una data osservabile, H, in uno stato |v) la quantita

N
(H)y = (WIAY) = (011 * = (0100 Fhe = D | .
k=1

Si puo interpretare come una media di tutti i valori possibili pesata con le probabilita di occorrenza.
Se I’operatore H ¢ hermitiano i valori di aspettazione sono reali.



