METODI MATEMATICI PER LA FISICA

SECONDO APPELLO INVERNALE - 5 FEBBRAIO 2025
Sirisolvano cortesemente i seguenti problemi, sapendo che il punteggio assegnato a ciascuna procedura di risoluzione
puo variare tra lo zero e il massimo indicato ed é stabilito valutando:
1. la correttezza del risultato ottenuto e della procedura utilizzata;
2. la completezza dei passaggi riportati;

3. il livello di esemplificazione con cui sono espressi i risultati (ad esempio un risultato numerico reale non deve
contenere l'unita immaginaria);

4. la correttezza del formalismo utilizzato;
5. la chiarezza dell’esposizione e la leggibilita del testo;

6. la bellezza e ’'armonia del tutto.

PRIMO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si dimostri il seguente risultato

1dz .
O= l1———=2i7.
J2=1 2z
Curiosita. Il simbolo |0 & uno dei simboli grafici e ————— e —r—r—r—
presenti sui tasti dei computer Commodore, que- || L | I | = | & | % | © | & | N | ¢ |0 I
1 1 W L o] 8 = O 0 [a &l m} a 4 = = - E
sto in partlFolare era nel tasto dellg lettera ‘W S EEEEEEEEE ===
si veda la figura a lato. Tali simboli furonoinse- |4 v (8 [2 [0 |0 | = |2 | 0|0 g oo olm;m
riti sin dal 1997 per facilitare la scrittura dipro- [ 2| S | B | F 6 |H J K L | * 8 —dL_JL_JL_
. ; ) NIRRT = EREAERE:
grammi con interfacce grafiche con computerche || z [ x |e|v (&8 |~ |m| . |5 | 2 & a|=2|a |+
non avevano la possibilita di gestire la cosiddetta CE| (80 (8 |(m = (= B |w | @8
| P g e ERE-- BEECRBEEE
grafica raster.

Utilita. Potrebbe essere utile usare la rappresentazione in forma di integrale di Eulero di primo tipo della funzione
beta.

SOLUZIONE DEL PRIMO PROBLEMA

Facciamo la sostituzione z = e'? | consideriamo cioé la parametrizzazione {z cz=¢ 6 e [0, 27r]} della circonferen-
za unitaria che e il percorso d’integrazione, si ha

21
Q=iJ vV1—e-i0d6.
0

Mettiamo in evidenza I'esponenziale ¢ ~20/2

per la funzione seno,

21 27
=if v1—e—i9d9=if e 10/44/¢i0/2 _ e~i6/24 9
0 0

e usiamo la formula di Eulero per 'esponenziale e quella di duplicazione

27
=iJ (cos(0/4)—isen(0/4))+/2isen(0/2)dO (@D)]
0

27

27
=2;3/2 (J c053/2(9/4) sen1/2(9/4)d9 — iJ
0

cosl/2(9/4)sen3/2(9/4)d9) 2)
0

/2 27
= 8i3/2 (f cosB/z(a) senl/z(a)da — ij cosl/z(a) sens/z(a)da) s
0

0
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'ultima espressione & stata ottenuta con la sostituzione a = 6 /4.
Consideriamo la rappresentazione integrale della funzione beta di Eulero

I'(2)'(u)

1
_ z—1rq1 _ u—1 _
ﬂ(z’u)_L (1 —t) dt = TGt

la rappresentazione converge per (z,u), tale che: (Re(z), Re(u)) € (0, c0) x (0, 00). Facciamo la sostituzione t =
cos(f3), per cui: dt =—2sen(f3)cos(B)dp e si ha

n/2
Bz,u) = ZJ cos®1(B)sen®1(B)dp .
0

I due integrali di Q) possono essere espressi in termini della funzione beta, infatti

/2 /2
1 53 1 35
3/2 1/2 _ 1/2 3/2 —
cos sen da==p|-,—-1, cos sen da==8(-,—-].
| @ aaa=3p(3.3) [ costasenaa=3p(35)
Poiché la funzione beta & simmetrica rispetto allo scambio delle variabili, i due integrali coincidono e sono

/2 /2

1 (53 1T(5/4)T(3
cos®/?(a)sen'/?(a)da = cost?(a)sen®?(a)da = =p (—, —) == M .
o o 2"\4’4) 2 12

Poniamo I'(2) = 1! = 1 e usiamo I'equazione ricorsiva per I'(5/4), cioe
(3)-+6)
r(2)==r(=),
4 4 \4
/2

/2
L c0s3/2(a) sen!/2(a)d :JO cos'/2(a) sen®2(a)da = %F(S/lﬂ:ggSM) _ 1"(1/4)81"(3/4) .

si ottiene

Usando la relazione di riflessione della funzione gamma

I'(z)r(1—2z)=

sen(zm)’

1
r(—)r(g) = -3,
4 4 sen(mt/4)
per l'integrale precedente si ottiene

/2 cos?/?(a) sen!/2(a)dq — TLATG/A) _ nv2
0 8 8

conz=1/4

Sostituiamo questo risultato nell’espressione di
>

O =832 (1—1) Tf\8/§ _ (i3/2 _ is/z) V2 = (eSin/4 _esm/4) V2 = (e3irt/4 _e—3in/4) /2
3
=2isen(7n)rn/§,

infine, ponendo sen (37/4) = 1/+/2, si arriva al valore richiesto, ovvero

O=2in.

SECONDO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 5/30)

Si calcoli l'integrale in valore principale

oo

dx

=P
rj x3+1

—0Q0

Curiosita. Il simbolo grafico N\ & quello presente sul tasto della lettera “I” dei computer Commodore, come descritto
nel primo problema.
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SOLUZIONE DEL SECONDO PROBLEMA

La funzione integranda e polidroma e ha tre poli semplici coincidenti con le tre radici terze di —1, ovvero nei punti
dell’insieme {zk = e(2k+1)i”/3}i=0 = {ei”/3 =1/2+iv3/2,ei" =—1,e%"/3 =1/2— i«/§/2}. 1l valore principale si

considera rispetto al polo z; = —1 che appartiene al percorso d’integrazione, I'asse reale.
Con la formula di Sokhotski-Plemelj I'integrale puo essere espresso come
(o]
- f __Vx detin —YE |
oo (X F1+i€)(x—20)(x —25) (x —20)(x —22) | =1

Per l'integrale si puo usare il lemma di Jordan e il teorema dei residui chiudendo il percorso indifferentemente nel
semipiano della parti immaginarie positive o negative. Scegliamo il primo, poiché in questo caso si ha un solo residuo,

quello nel polo 25 = e!™/3 Calcoliamo sia il residuo che il valore della funzione in x = —1 avvalendoci delle formule
di Eulero per le funzione seno e coseno, otteniamo
) ﬁ ] ) ein/z
= 2it Res s + - -
o [(z+1+ie)(z—zo)(z—zz) %o m(—l—e”f/3)(—1—e5”f/3)
ein/6 ein/2
= + [
" (en3 4 1) (ein3s —esin/3) | (14 ein/3) (1 + ¢5in/3)
ein/6 ein/z
= 2im— , , , - , +in— , - , , ,
eim/6 (em/s + e—m/6) eim (e—2m/3 — eZlTL‘/S) eim/6 (e—m/s + eln/6) e5in/6 (e—Szn/6 + 6517'5/6)
=27 L +im L
" “4cos(n/6)sen(2m/3) 4 cos(7mt/6)cos(57/6)
1 1
=2T——T=.
3 3
Il risultato finale e
T
=3

TERZO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 5/30)
Dopo aver definito il dominio di convergenza nel piano complesso z della rappresentazione in forma di serie

oo

(A=) =D (-1)j %,

j=1

si ottenga l'espressione della funzione [ f(z) in termini della funzione zeta di Riemann.

Curiosita. Il simbolo grafico [ # & quello presente sul tasto del numero “0” dei computer Commodore, come descritto
nel primo problema.

SOLUZIONE DEL TERZO PROBLEMA

Possiamo utilizzare la rappresentazione in forma di serie della funzione zeta di Riemann

OEDWEE
j=1

per ottenere il dominio di convergenza della rappresentazione data. Poiché, V j € N, il modulo del termine j-esimo
termine della serie data € uguale a quello del suo omologo della serie che rappresenta la funzione zeta di Riemann,
si ha che i domini di convergenza sono gli stessi. In particolare le due serie convergono per ogni z € D, con

D={z:Re(z)>1}.
Separiamo i termini pari e dispari della serie data, i primi sono positivi, i secondi negativi, si ha

(=)= (27" =D 2+ 1)

j=1 j=0
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La prima serie puo essere espressa in termini della funzione zeta di Riemann, infatti

oo oo oo

A =27 7 = > 2+ 1" =27L(E)— Yy (2j+1)7*.

j=1 j=0 j=0

Consideriamo la stessa separazione per la serie che rappresenta la funzione zeta di Riemann
{(z) = 2(2])—” + Z(zj +1) " =27 Zrz + Z(z; + 1) =27(z) + 2(21 +1)7.
j=1 j=1 j=0 j=0

Sommiamo membro a membro le due espressioni

[B(z)=27¢(z)— ) (2] + 1),

j=0

{(z)=27(z)+ ) (2] +1)7,

j=0
si ottiene I'equazione
[Hz)+{(z)=27"1¢(2),
che da I'espressione cercata, cioé

) = (27" —1)¢(z).

QUARTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Nello spazio di Hilbert Hyy a 2N dimensioni, con N € N, ¢ definito I'operatore
2N
@= Z lej)(ean—j+1ls
j=1

dove {le } C H,y € una base ortonormale dello spazio Hyy .

Dopo aver cla551ﬁcato Poperatore @, si ottengano:
—_—
* T’espressione dell’operatore & = arctan(@) in funzione dell’operatore @;
+ gli autovalori dell’operatore &;

. . 5 S . 2N
* gli autovettori dell’'operatore & come combinazioni dei vettori della base {|e j)}jzl.

SOLUZIONE DEL QUARTO PROBLEMA

Loperatore @ & unitario, infatti I'aggiunto hermitiano &

2N
@' =Z(|€ (eZN—]+1|) —Z|e2N—J+1 )ejl,

j=1 j=1
allora i prodotti @@" e @' @ sono
2N N
@@'= le;) (ean—jr1lean—i+1) (el = Z lej){e;l =1,
jk=1 ~ =1
5k
2N
@'@= lean—j+1) (ejlex) (ean—is1l = Z leon—js1)(ean—js1l =1,
jk=1 \;—’ j=1
5

k
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dove 'operatore identita si ottiene dalla relazione di completezza della base ortonormale.
Per calcolare I'espressione dell’operatore & usiamo la serie di Taylor della funzione arcotangente centrata nell’origine.
Patendo dalla derivata prima

1

4 arctan(x) = ———
dx Cox241°

nel limite x — 0, si pud usare la somma della serie geometrica di ragione —x2, quindi
d 1 —
—arctan(x) = —— = Z(—l)kak s
dx x2+1 =

da cui integrando in dx’ tra O e x,

x d X o0 =) x o) Sy 2k+1
/ /_ _ _ 1Yk 2k /7 _ _ 1)k 12k /I _ _ 1)k
L Warctan(x )dx —arctan(x)—f0 k2=0( 1) x“*dx —Z( 1) L x"“"dx —Z( 1) TR

k=0 k=0

dove, I'identita tra I'integrale della serie e la serie degli integrali segue dalla convergenza uniforma della stessa serie.
Quindi di ha
2k+1 3 5

X X X 7
it A COR

arctan(x) = Z(—l)k
k=0

ci sono solo potenze dispari. Calcoliamo le potenze dell'operatore @, partendo dal quadrato

2N 2N 2N

\ IN—j+1 .

@ = Z lej) {ean—j+1lex) (ean—k+1] = Z lej)& ™ (ean—kl =Z|€j)(€j| =1,
k=1 jk=1 =1

anche in questo caso l'operatore identita € dato dalle relazione di completezza dei vettori della base ortonormale.
Da questo risultato si evince che tutte le potenze pari dell’'operatore @ sono uguali all’'operatore identita, quindi le
potenze dispari coincidono tutte con lo stesso operatore @. Infatti, V j € NU {0},

Per 'operatore arcotangente si

a - > k@2k+1 N s k 1 N T A
& =arctan(@) = kgo(—l) krl @kgo(—l) T arctan(1)@ = Z@.

E proporzionale all'operatore @, di conseguenza, ha gli stessi autovettori con autovalori proporzionali a quelli
dell'operatore @ tramite lo stesso fatto 7/4. Ovvero le equazioni agli autovalori sono

N A TT
@|ag) = aglag), &lag) = exlay), €k = 7 % Vke{l,2,...,2N}.

Gli autovalori si possono ottenere direttamente dell’equazione agli autovalori generica

@|x) = alx),
dove |x) & lautovettore con autovalore a, usando la definizione dell’'operatore si ha
2N
@Ix) =D lej)(ean—ja1lx) = x2V T4 e;) = axkley) ,
j=1

dove x/ & la componente j-esima dell’autovettore |x), con j € {1,2,...,2N} e negli ultimi due membri ci sono somme
sottintese sugli indici j, k € {1,2,...,2N}. Dall’eguaglianza delle combinazioni dei vettori della base seguono quelle
dei coefficienti omologhi, si hanno

X2NKHL ok Vke{1,2,...,2N}.
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Da cui si ottengono N sistemi omogenei disgiunti

k 2N—k+1
ax+x =0
ke{l,2,...,N}.
{ xk axZN—k+]._0 > V { Pt ] H }

Hanno tutti la stessa matrice dei coefficienti

(7 %)

e la condizione di non invertibilita, ovvero di esistenza di soluzioni non banali ¢ 'equazione secolare

—a 1
det( 1 _a)—O
a*—1=0,

da cui si hanno gli autovalori a;. = £1, con k € {1,2,...,N}. Sono degeneri con molteplicita N, ovvero gli N
autovalori “pit’” sono tutti uguali a uno, k;; = ko, = -+ = kyy = 1, gli N “meno” sono tutti uguali a meno uno,

cioé: k;_ = ky_ =--- = ky_ = —1. Le componenti contro-varianti dei vettori che rappresentano gli autovettori si

ottengono come soluzioni dei sistemi. La soluzione del k-esimo sistema, con k € {1,2,...,N}, da le componenti xi e
xiN —k+1 dei due autovettori relativi agli autovalori a,.. e, poiché i sistemi sono disgiunti, le altre 2N —2 componenti

sono nulle. In particolare, posto x_’: = xk = %, dalla prima equazione si ha

Fxk 4Nl =g =y 2Nkl -5 Vke{1,2,...,N}.
Quindi, i vettori 2N x 1 che rappresentano i due autovettori relativi agli autovalori a;, = 1 e a;,_ = —1, con

ke{1,2,...,N} sono

(o) (°) °) °)
0 0 0 0
1 1 1 1 « k-esima posizione
S o T o R B BT
k+_‘/§ 0 RE 0 , k__ﬁ 0 RE 0
1 1 —1 -1 «— (2N — k + 1)-esima posizione
0 0 0 0
o) \o) Lo/ Lo

Gli autovettori corrispondenti sono

1 . .
|xki>=5(5;<—5;N_k+1)|ej), Vke{1,2,...,N}.

QUINTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si ottenga la serie formale di Fourier della funzione gradino

feo=2000-1={ 77 130

rispetto al sistema delle fasi

{ oikx } )
Cc L*(—m,m)
V2T ) kez

dove 6(x) & la funzione di Heaviside.
Si calcoli la somma della serie formale e si dimostri che & definita V x € R.
Infine, si verifichi 'identita di Parseval in L?(—, 7).
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SOLUZIONE DEL QUINTO PROBLEMA

La serie formale di Fourier &

00 r eikx
flx)~ f ,
k;oo Var
dove il k-esimo coefficiente di Fourier, con k # 0, &
sz( 2 ) f f(x)e lkxdx=_ J —lkxdx+ 2 —lkxdx
T
= = )= (o)
kv2m k
—4i 1 se k & dispari
k_ _—7ot p
f _kw/ﬁ{ 0 se k & pari ’ Vk € Z\{0}.

Mentre, per k = 0 si ha f° = 0.
La serie formale di Fourier &

o &, Lil2k+1)x

flx)~ Tk:_mm =F(x),

dove F(x) indica la somma della serie formale, che coincide quasi ovunque con la funzione f (x).
Poiché le fasi sono funzioni periodiche e la serie converge per ogni x € (—, ), per un generico x’ & (—m, 1),
definiamo
s x'—nint(x'/m) se Int(x’/m) & pari
| xX'—n (|Int (x’/n)| +1) Segno(x’)  selnt(x’/n)é dispari ’
si ha che x” € (—mn, 7) e differisce da x” per un multiplo intero di 27t. Si noti che in entrambi i casi della legge multipla

precedente, il coefficiente di 7t & un numero pari. La funzione Int(y), usata nella definizione precedente, rappresenta
la parte intera con segno del generico numero reale y, quindi Int(y) € Z. Ne consegue che, ¥ x’ € R\[—, 7],

F(x")=F(x" +2mn)=F(x"),
dovemeZe
om = Int(x'/m) se Int(x’/) & pari
m= (|Int (x’/n)| +1) Segno(x) se Int(x’/m) & dispari

L’idea di Parseval &

oo

A= > |F,

k=—00

il membro di sinistra ¢ il prodotto scalare della funzione f (x) per sé stessa, poiché il modulo della funzione & quasi
ovunque nellintervallo (—t, 7r) uguale a uno, tale prodotto coincide con la misura dell’intervallo, cioe

(f,f)=J |f(x)|2dx=f dx =2m.

—T

Il membro di destra dell’identita di Parseval ¢ la serie dei moduli quadri dei coefficienti formali di Fourier,

16 1
>, = Z 7 = Z ’(2]+1)1/_ = Z (21+1)2 nz(21+1)2’

k=—00 j=—
dove si & usata I'espressione dei coefficienti ottenuta in precedenza.
La somma della serie degli inversi dei quadrati dei numeri dispari si puo calcolare con il metodo dei residui. Si
consideri la funzione

2

n sen(zm/2)

= Ty

5 febbraio 2025 page 7 of 10



che ha poli semplici nei punti dell'insieme {z; = 2k + 1}, dovuti al’annullamento della funzione coseno a deno-
minatore e un polo, anch’esso semplice nell’origine dovuto alla potenza z> a denominatore. Tale potenza non genera
un polo doppio poiché la funzione seno a numeratore ha uno zero semplice nell’origine. I residui sono

Re|: m sen(zm/2) ]: T . sen(zm/2) 1 1

. —z)= 5= kez
28 Reosen/) W T2 @R KR

2 22cos(z7/2)" K

m sen(zm/2) m .. sen(zm/2) 2
Res| ———————0|=—=lim ———= = ——.
2 22 cos(zm/2) 2 20 z cos(z7/2) 4

Consideriamo il limite per n — 00, con n € N, degli integrali

Jim (_g f Md) _ zm( fm S fes [~E ) T e [_EM,OD
n=00\ 2 Jlicon 22 cos(zm/2) nooo, = 2 z2cos(zm/2) 2 z2cos(zm/2)
. & 1 n?
=2im (nl_l)rgo k:Z:_zn —(Zk 12 — Z) .
Poiché sulle circonferenze d’integrazione la funzione integranda moltiplicata per la z tende uniformemente a zero,
cioe
sen(zm/2) U.
n—oo g cos(zm/2)

>

per il lemma sull’integrazione sugli archi, si ha 'annullamento, nello stesso limite, dell'integrale, quindi

2n
. T sen(zm/2) ) . 1 2
0=1 -5 ——d =2 1 L
”Ln"1°( 2 Lmn 22 cos(z7/2) Z) " ("3& 2 @ 4 )

k=—2n
da cui
i 1 _ 2 N i 1 _ 2
27 4 2k+1)2 8 °
s (2k+1) 4 = (2k+1) 8

Con questo risultato la serie dei moduli quadri dei coefficienti formali di Fourier, che rappresenta il membro di destra
dell'identita di Parseval &

) o0 2
k2 _ 16 1 _ 167"
k;oo|f| - nkzz(:)(zkﬂ)Z_ T8 ™

coincide con il prodotto scalare (f, f), abbiamo verificato I'identita di Parseval.
SESTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Loperatore hermitiano B4 & definito nello spazio di Hilbert H; a tre dimensioni e ha le seguenti proprieta:
. Z?’ (x; Iglx /) = 0, per ogni insieme {|x )}3 di vettori linearmente indipendenti dello spazio vettoriale Hs;
j=1\"J j , P g i'Sj=1 P P 3>
* ha l'autovalore A; = 2 con autovettore |u;) € Hs;
* det (E) =2.
Si determinino:
* lo spettro discreto dell'operatore HH;

* ivettori che rappresentano gli autovettori dell’'operatore ¥ rispetto alla base canonica {|s) }2=1 C H,, sapendo
che

s 1
[ug) = up = — ;

V31

* la matrice 3 x 3 O, che rappresenta I'operatore B rispetto alla base canonica {Isk)}i:1 C H;.

Curiosita. Il simbolo grafico ™5 & quello presente sul tasto del numero “1” dei computer Commodore, come descritto
nel primo problema.
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SOLUZIONE DEL SESTO PROBLEMA

Poiché la somma dei tre valori di aspettazione relativi ad altrettanti vettori linearmente indipendenti & nulla, si ha

che la traccia dell’operatore B4 & anch’essa nulla. Essendo diagonalizzabile si ha che la traccia e il determinante sono
rispettivamente la somma e il prodotto degli autovalori, cioe

0=Tr(&) =2, + 4+ 23, 2 =det (&) = 1,122

Lautovalore A; = 2 & noto, quindi, dalle relazioni precedenti si ottengono gli altri due, infatti, dalla condizione sulla
traccia si ha A3 = —2 — A,, che sostituita in quella del determinante da ’equazione per A,

22422, +1=(Ay+1)*=0.

Si ottiene A, =—1, da cui A3 = —2—A, = —1, ovvero l'autovalore & degenere con ordine di degenerazione 2.
Ne consegue che sono autovettori relativi all’autovalore degenere tutti i vettori del sotto spazio H, C Hy a due
dimensioni e ortogonale al vettore |u;), cioe

Hy ={ly) €Hs: (yluy) = (uy|y) = 0} .

Scegliamo |u,) € H, tale che la sua rappresentazione rispetto alla base canonica data sia

1

|1,l)(i"uz_i —1
2 - 5

V2|

che ¢ evidentemente ortogonale a [u;). Il vettore |us) si ottiene dalle condizioni di ortogonalita a i due vettori |u;) e
|uy). Consideriamo la rappresentazione
u
S
luz) “uz=| u

u

WWWN W

dove ué, con j € {1,2,3}, ¢ la j-esima componente contro-variante, allora le condizioni di ortogonalita a |u;) e |us)

danno le equazioni

1 2 3 _ 1_.2_
us +us+u;=0, u; —uz =0,

posto ué = u, si hanno

Con l'opportuna normalizzazione all’'unita, il terzo autovettore ha rappresentazione

1 1

S
[ug) & us=—

1
Ve —2

La terna di autovettori cosi ottenuti rappresenta una base ortonormale dello spazio vettoriale H;. E possibile definire
la matrice diagonalizzante per I'operatore = come

U uy Uz 1/v3 12  1/v6
u=| v i u3 |=| 1/¥V3 —-1/V2 1/v6
Bl 1/v3 0 —2/V6

ed e tale che
= S -
B 0=U04U",
dove Oy € la matrice diagonale che rappresenta l'operatore rispetto alla base dei suoi autovettori, cioe

B & 0, = diag(2,—1,—1).
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La matrice richiesta
o=U0,U"
1/V3 1/V2  1/V6 2 0 0 1/V3 1/4/3 1/V3
=| 1/¥/3 —-1/v2 1/v/6 0 -1 0 1/V2 —1/v2 0
1/v/3 0 —2//6 0 0 -1 1/V6 1/V6 —2/4/6

1/V3 1/V2  1/V6 2/v/3  2/V/3 2/V3
=| 1/V/3 =1/v2 1/v/6 -1/v2 1/v2 0
1/v/3 0 —2//6 —1/V/6 —1/v/6 2/v/6

da cui

E immediato verificare che la traccia e nulla e il determinate & pari a 2.
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