Metodi Matematici per la Fisica

Prova scritta - 27 settembre 2011

Esercizio 1 (6 punti)
Si calcoli I'integrale

- [

Soluzione
Ci sono due metodi, di seguito il primo. Ci sono infiniti poli semplici infatti il seno iperbolico si
annulla in ogni 2z, = ikm con k = 0,+£1,£2,.... Il punto zy ¢ una singolarita eliminabile, infatti
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L’integrale puo essere decomposto come
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applicando il lemma di Jordan nel semipiano superiore ed inferiore rispettivamente sul cammino
mostrato in figura si ha:
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dove C;% e il cammino chiuso nel semipiano superiore o inferiore e il segno del secondo termine
tiene conto del fatto che C ¢ orientato in senso orario. I residui sono
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Le due serie saranno:
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Il valore dell’integrale e quindi:
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Esercizio 2 (5 punti)
Calcolare l'integrale

Soluzione
L’integrale si riscrive come

J = Qi/(jlm[z:s}dz = 22’/0[—1111(2)3 + 3Re(2)*Im(2)]dz,

e il cammino d’integrazione puo essere parametrizzato sapendo che y = 1 — /2, con x = Re(z)
ey =1Im(z),

t
L’integrale diventa, quindi, una integrale di una funzione complessa a variabile reale ¢ e si ha
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Esercizio 3 (5 punti)
Sia L2(a,b) la classe della funzioni a quadrato sommabili nell'intervallo [a, b], con funzione peso

p(@).
e Si dimostri che:  V f(z) € L2(a,b) = f(z) € L,(a,b).

e Si verifichi, quindi che la funzione
22
g(x) = exp {Z arctan(z) — 5 ]

appartiene alla classe L](—o0, 00).

soluzione

o Vf(z) € L(a,b) si ha

b
| 1@Pp) < oo
Usiamo la disuguaglianza di Schwartz

(9. NI* < (9:.9)(f, ),
che vale V f(z), g(x) € L2(a,b), nel caso di g(z) =1,
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e quindi 'asserto.

e Per dimostrate che la funzione

g(z) = exp [z arctan(z) — ””ﬂ

sia sommabile in R usiamo la disuguaglianza di Darboux, ovvero
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Esercizio 4 (5 punti)
Si consideri il sistema {a,}, ortonormale e completo nello spazio H. Si dimostri che il sistema
{b,}, definito dalla relazione

by = an + B Qg
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con 8 € C e k fissato, € anch’esso completo in H.

Soluzione
Per dimostrare che {b,} & completo facciamo vedere che 1'unico vettore normale a tutti i vettori
b, ¢ il vettore nullo. Sia ¢ un vettore ortogonale ad un b,, generico

(bp,c) =0 = (an+ Pag,c) = (an,c) + Blag,c) =0 = (a,c)=—pF(ag,c).
Indicando con ¢, il coefficiente n-esimo, cioe ¢, = (ay, ¢), si ha
¢n = —Per
dall’arbitrarieta di n si evince che
—fBer=cr=c=...=C_1=Cp1=...=Cp=...=0,

I'ultima identita vale poiché la serie dei coefficienti converge. Quindi, escludendo il caso banale
B = 0 per cui l'asserto e vero essendo {b,} = {a,}, la precedente relazione implica che I'unico
vettore ortogonale a tutti i b, ¢ quello nullo, ovvero il sistema {b,} & completo.

Esercizio 5 (6 punti)
Si consideri la matrice

e si trovino autovalori e autovettori;

e si calcoli la matrice VA,

Soluzione
La matrice & hermitiana, infatti:
A= (AT = AT,

L’equazione secolare ¢

3-A 2\ ., B
det( o 3_/\)_)\—6/\+5—0,

da cui si ottengono i due autovalori:

Gli autovettori corrispondenti sono:
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dalla prima si ha



Infine 1 due autovettori normalizzati sono

w-50) wmn(l)

con ui ug = 0, infatti sono autovettori relativi ad autovalori distinti di una matrice hermitiana.
Per cio che riguarda la matrice V/A si ha che

\% Aul,z = )\1,2 Ui,2,

per cui la rappresentazione spettrale e

m:(é%).

Tale rappresentazione e connessa a quella “normale” dalla trasformazione unitaria

VA = UIWAU, U:(Z\\g _1@//{/%)

dove le colonne di U sono i vettori u; e us e, ovviamente, UUT = UTU = 1.
Ne consegue che per riottenere la matrice di partenza v/ A si deve considerare la trasformazione
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Esercizio 6 (5 punti)
Data I'equazione integrale
1
fl@) =a+ a/ zy(L —zy) f(y)dy

-1

e usando il metodo della serie di Neumann, si verifichi per quali valori reali di « esiste ed e
unica la soluzione;

e la si determini per a = 1.



Soluzione
Per risolvere 1’equazione con il metodo della serie di Neumann calcoliamo la successione di fun-

zioni { f,(x)} con

folz) =x
' 2
filz) ==+ a/ zy(1 —zy) foly)dy = = + 307
-1
1
folz) =z + a/l zy(1 —zy) fi(y)dy =z + %aw + ga%
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eyl — 2y for (g =2+ S (5 a) —u (5 a)
k=1 k=0

La successione tende alla serie geometrica ti termine 2 /3 che converge se |a| < 3/2. In generale
la condizione di convergenza e

1
[1K]]

dove la norma del kernel, K (z,y) = zy(1 — zy), si ottiene come

23
HKH—\// da:/ IR () = 220
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garantisce la convergenza della serie geometrica. In questo caso la soluzione e

k 3z
f(@) = lim fo(a) $Z< )— o

La condizione sul parametro «, un volta sommata la serie, puo essere rilassata, infatti I’espressione
analitica ottenuta € bene definita per ogni o # 3/2.
Nel caso @ = 1 la serie converge alla funzione

f(z)=3=x.

Si verifica facilmente che questa funzione ¢ una soluzione,

o <

Quindi la richiesta

la| <

1
f(z) =2+ /1 ry(1 — 2y)3ydy
1

=+ 356/ (v* — xy’)dy
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Si osserva inoltre che il nucleo e separabile, ’equazione puo essere risolta come segue. Definiamo
le funzioni

Ml(x):xa Nl(y):ya
:‘7;27 N2(y):_1/27

da cui si ottengono i coefficienti B; 5 come
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f(l’) =x + ClMl(fL’) -+ CQMQ(;C)
=xr+2xr=3x.

Risolviamo il sistema

Si ha soluzione se

Nel caso o =1

e soluzione si ottiene come



