METODI MATEMATICI PER LA FIsicaA

ProvA SCRITTA - 25 LuGgLIO 2017

Si risolvano cortesemente i seguenti problemi, sapendo che verranno valutati:
1. la correttezza del risultato ottenuto e della procedura utilizzata;
2. la completezza dei passaggi riportati;

3. il livello di esemplificazione con cui sono espressi i risultati (ad esempio un risultato numerico reale non deve
contenere l'unita immaginaria);

4. la correttezza del formalismo utilizzato;
5. la chiarezza dell’esposizione e la leggibilita del testo.

PRIMO PROBLEMA (runtEGGio: 6/30)

Si calcoli l'integrale

o0
cos(x)
G= ————dx
cosh(x)+2
—00
Suggerimento. Potrebbe essere conveniente considerare un percorso rettangolare.

SOLUZIONE DEL PRIMO PROBLEMA

Si considera l'integrale sul percorso chiuso, rettangolare, mostrato in figura, composto dai quattro segmenti
I'g=[-R,4+R]JUL, U[4+R+2im,—R+2in]UL_, L, = +[+R,+R + 2in],

dove si € usata la notazione [P;, P,] = —[P,, P;] per indicare il segmento di estremi P; e P,, orientato nel verso che
va dal primo al secondo punto.

Im(z
AIME)
P 27 P 'z
T~ - T~
LV X 1 X AL,
21 )
1 > 1 1 > 1 >
-R ' ' " 4+R” Re(z)
L’integranda ha singolarita nei punti 2, tali che cosh(z) = —2, ovvero gli zeri dell’equazione
cosh(z)+2=0 — e+ 4 +1=0 — ef=—-2++3,
da cui si ottengono i due insiemi di soluzioni
z_y =In(-2++3) +2ikn, zx =In(-2-3) +2ikn, kezZ.

Gli argomenti dei logaritmi sono negativi, quindi, usando la notazione polare: (—2+ «/§) = (2 - \/5) e™ e
(—2 - \/§) = (2 + \/5) e'™, si ottengono

z_y =In(2-3) +(2k+ Din, 2ok =In(2+V3) + 2k + 1)im, kezZ.
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Infine, poiche

2+v3 1
2+v3 2443

i logaritmi dei moduli, ovvero le parti reali dei numeri z, ;, sono opposti
1n(2—«/§) =—1n(2+1/§) R

quindi, per le singolarita si ha la forma compatta

2-v3=(2-+3)

zip =+In (24 V3) + (2k + )i = £x, + (2k + i, kez,

dove si & posto x, =In (2 + \/§) Le singolarita sono poli semplici, infatti si hanno i residui

R lim cos(2)(z — 24 ) _ cos(z4 k) _ cos(xg) cos ((2k + 1)in) F sen(xg)sen ((2k + 1)in)
kT Zj’zik cosh(z) +2 senh(zy ;)  4senh(x,) cosh ((2k 4 1)im) 4 cosh(x,)senh ((2k + 1)in)
cos(xg) cos ((2k + 1)in) F sen(xq)sen ((2k + 1)in)

- Fsenh(x,)
F cos(xq) cos ((2k + 1)im) + sen(xy)sen ((2k + 1)im)
- senh(x,)

>

dove abbiamo usato le identita: cosh((1 4 2k)in) = (=1)**! = —1 e senh ((1 + 2k)ir) = 0. Il valore dell’integrale
lungo il percorso chiuso I'y, per R — oo, si ottiene con il teorema dei residui e vale

y cos(z) gz —2in (& cos(z) tin] 4R cos(z) I
s r, cosh(z)+2 S G cosh(z) +2’ Yot e cosh(z)+2’ Xomim] ) -

In termini dei singoli tratti rettilinei di I'g, indicando con f(z) la funzione integranda,

) § cos(z) ( J' )
lim ——————dz = lim f)dx + f(z)dz + f(z)dz + f(2)dz
[ [

R=co Jr cosh(z) + 2 R=00 \ JI_R+R] [+R,+R+2i7] —R42im,+R+2in] J [~R+2im,—R]

f@)dz— | f(x+2im)dx

[—00,+00] [—00,+00]
=G-— | f(x+2in)dx,
[—o00,+00]
dove abbiamo usato 'annullamento dei valori limite sui tratti verticali, cioe
lim f(2)dz = hm flz)dz=0

R
7% J 4R, +R+2in] [-R+2im,~R]

Inoltre, per il secondo integrale si ha
cos(x +2im
f(x+2iﬂ:)dx:f ¥dx
[—00,+00] [—00,+00] cosh(x)+2
B cos(x)cos(2im) —sen(x) sen(2i7‘c)d
B [—00,+00] cosh(x)+2 X
j cos (x)cos (2im)
= ———dx
[—00,+00]

cosh(x)+2
=cos(2im) G,

l'integrale con la funzione seno a numeratore si annulla in quanto 'integranda & dispari e l'intervallo di integrazione
e simmetrico. Usando questo risultato si arriva all’espressione

(1—cos(2im)) G = li 024 = i [ Res | ) fin| +Res |~ L4
iy = r, cosh(z) +2 BT At Res cosh(z) + 2’ YoTIm es cosh(z) +2° Yo o
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da cui si ottiene G come

G 2i1 R cos(z) tin] 4R cos(z) e
~1—cos(2in) es cosh(z) + 2’ XoTin €8 cosh(z) + 2’ Yorin

- (R_o+R.y)
T 1-—cos(2im) V0 RO

I residui dei poli semplici, R, , sono

_ Feos(xg) cos (i) + sen(xq)sen (i)

R, .=
0 senh(x,) ’
quindi
2im sen(xg)sen (i —sen(x,)senh (7t
G=————(Ro+Ryy) =4in (xo)sen( ), =4n (xo)senh(m)
1 — cos(2im) ’ ’ senh(x,) (1 — cos(2im)) senh(x,) (1 — cosh(2m))

In definitiva, usando x, = In (2 + \/§) e

n(2+v3) _ ,—In(2+v3) B In(2+v3) _ ,in(2-v3) 2+ J3— (2 - ﬁ)

- = V3,
2 2 2

senh (ln (2 + ﬁ)) =

si ottiene il risultato cercato

sen (ln (2 + \/§)) senh (1)

O = S cosh(zn) — 1)

SECONDO PROBLEMA (runtEGGIO 6/30)

Si calcoli I'espressione formale dei coefficienti della prima serie di Laurent della funzione

sen(z+1)

To = e

centrate in z = 1. Si determinino le espressioni numeriche dei primi quattro coefficienti non nulli.
Suggerimento. E sicuramente utile usare le serie di Taylor note, con 'accortezza, pero, di scegliere sempre come
centro dello sviluppo il punto z = 1.

SOLUZIONE DEL SECONDO PROBLEMA

La funzione f(z) ¢ meromorfa ed ha due poli semplici nei punti
Zl = 1 N 22 = 2 5 (1)
che rappresentano gli zeri del polinomio di secondo grado a denominatore, quindi

sen(z+1)

f&= =

Il dominio di convergenza della prima serie di Laurent € la corona circolare
C,={z:0<|z—-1]|<1}.

Al fine di sfruttare gli sviluppi in serie noti, riscriviamo sia ’argomento della funzione seno che del secondo fattore
a denominatore in termini di (z — 1), ovvero

sen(z —1+2) 3 sen(z — 1) cos(2) + sen(2) cos(z — 1)
E-DA-(-1) E-DA-(E-1)

fe)=-
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Si usano i seguenti sviluppi

L= S G0 Ly Sy E D LS A
sen(z 1)_;( D G cos(z 1)_;( D TATRE 1_(2_1)_;(2 1k,

le prime due serie hanno raggio di convergenza infinito, mentre 'ultima, la serie geometrica, converge per |z—1| < 1,
quindi nella corona circolare C; sono tutte e tre convergenti. Componendo questi risultati si ha la serie cercata

1 o) (Z _ 1)2k+1 o) (Z _ 1)2k e .
fE)=-— (cos(Z)g(—nk—(Zk T +sen(2);(—1)k—(2k)! ) n;)(z -1)
B 00 wl (Z _ 1)2k+m B (Z _ 1)2k+m—1
= k’mzzo( 1) ( COS(Z)W SCH(Z)W . (2)

Poiché la funzione ha in 2 = 1 un polo semplice la serie di Laurent ha una parte principale con un solo termine, il
primo, ovvero

[o9)
Z C,(z—1)".
n=-1
11 primo coefficiente, C_;, si ottiene dal secondo termine della serie di Eq. (2), con k = m = 0, quindi
C_, = —sen(2).

11 secondo coefficiente & C,, ad esso contribuiscono sia il primo termine, con k = m = 0, che il secondo, con k =0 e
m=1, si ha

Cy = —cos(2) —sen(2).

11 terzo coefficiente, C;, ha un contributo dal primo termine, con k = 0 e m = 1, mentre dal secondo, ne ha due,
quelli con (k,m) =(0,2) e (k,m) =(1,0)
sen(2)

2

C; = —cos(2) —sen(2) (1 — %) = —cos(2) —

Infine, il quarto coefficiente, C,, ha due contributi dal primo termine, con (k,m) = (0,2) e (k,m) = (1,0), e due
anche dal secondo, con (k,m)=1(0,3) e (k,m) =(1,1)

_ 1 1)  5cos(2) sen(2)
Cz——cos(z)(l—a)—sen(Z)(l—E)—— e T 5 -

TERZO PROBLEMA (puntEGGIO 6/30)
Si dimostri che lo sviluppo di Mittag-Leffler della funzione

1

h(z) = cos(z) + 2sen(z)+ 3

ha la forma

1 X 1 1
h(z)=-+In(+5 — i
4 (v5) k;m (z—2kn—a)’+1In*(V5) (2kn+a)’ +1n*(V5)
con a = arctan(2).

SOLUZIONE DEL TERZO PROBLEMA

La funzione h(z) & meromorfa in quanto rapporto di funzioni intere ed ha poli in corrispondenza degli zeri della
funzione trigonometrica a denominatore che saranno, quindi, un’infinita numerabile. Otteniamo le espressioni dei
poli risolvendo I'equazione

cos(z)+ 2sen(z)+3 =0,
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che, scrivendo le funzioni seno e coseno in termini degli esponenziali e moltiplicando ambo i membri per 2ie”,
diventa

(2+1)e?* +6ie*—24+i=0.

E un’equazione di secondo grado per e*, le soluzioni sono

. 5
e =— -=—-1-2i

. 3+2 1-2i

elf2 = , ,

1-2i : 1 1
elZZ = — =
1-2i —-1+2i
quindi
2z = 2km —iln(=1 - 2i), Zyy = 2km +iln(—1+2i), keZ.

I logaritmi possono essere scritti in forma cartesiana, si hanno

In(—1—-2i)=In|—1-2i|+iarg(—1—2i)=In (\/E) +ia,
In(—1+2i) =In| — 1+ 2i| +iarg(~1+2i) =In (v/5) —ia,

dove & stata scelta la determinazione principale a € (—7, ) e posto a = arg(—1 — 2i) = arctan(2) € (—n, —1t/2),
infatti il numero —1 — 2i si trova nel terzo quadrante del piano complesso. Grazie al termine generico 2k, presente
nelle definizioni di 2, € 2., il risultato ¢ indipendente dalla scelta delle determinazione. Riscriviamo i poli nella
forma

zl,k=2kn+a—iln(\/§), zz,k=2kn+a+iln(\/§)=zik, keZ,

in modo che sia evidente come I'uno rappresenti il complesso coniugato dell’altro. E banale provare che i poli sono
semplici, dimostrando che tali sono gli zeri del denominatore. A tal fine & sufficiente verificare che la derivata prima
della funzione trigonometrica a denominatore non si annulla nei punti z; ; e z,;. Useremo questo argomento per
calcolare i residui, infatti

. 2z = 21(2),k
lim
s=z1)% c0S(z) + 2sen(z) + 3
-1

Sen(zl(z),k) -2 C05(21(2),k)

R1(2),k = Res [h(Z), 21(2)’1(] =

) . ®
~ \sen(zy ;) — 2 cos(zy x) ’

'ultima identita vale grazie al principio di riflessione di Schwarz, che implica: sen(z*) = sen*(z) e cos(z*) = cos*(z),
V z € C. Ovviamente, per la periodicita delle funzioni seno e coseno, i residui non dipendono da k € Z,

1 ()
R _Rr _ =Ry
1(2).k 1(2),0 (—sen(zl,o) +2 cos(zl,o)) 1

Calcoliamo il seno ed il coseno di z;(5) o usando le espressioni esponenziali

eo—e Mo —1-2i—1/(-1-2i) —6-2i

sen(z, ) = = )
(z1,0) 2i 2i 5
efo fe o —1-2i+1/(-1-2i) —-3—4i
cos(z, o) = = = )
’ 2 2 5
allora i residui sono
R — 5 B o R _R"— i
17 (—6—-20)+2(-3—-4i) -2i 2 2T g
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Lo sviluppo di Mittag-Leffler e

o0 R R
h(z) = ¢(2)+ Z (z—;lk JrZ—zzk)

k=—o00

—p@+l Y - - -
2 z—2k7‘c—a+lln(\/§) z—2kn—a—lln(\/§)

k=—o00
1

=¢()+n (ﬁ) kzz_:w (z — 2k7 — a)* + In? (\/E) ’

dove la funzione ¢ (z) rappresenta la parte intera di h(z). Il comportamento asintotico della funzione h(z) & regolare.
. . . . . . 7 e8]

Consideriamo, ad esempio, la successione assolutamente divergente {a]- =2jme'® }j:1’ dove la fase 6 € [0,2mr]

definisce la direzione di divergenza, si hanno i seguenti casi

ze—Zjnsen(Q)

~— —» 0 6€(0,m),sen(8) >0
e 2.0 00, sen(®)
lim |h(aj)‘= 1/4 0=0,m,27,sen(6)=0 ,
J—0 262jrcsen(9)
~— >0 6e(m2n),sen(6)<0
— (7,27) , sen(6)

ne consegue che la parte intera ¢(z) & costante. Possiamo ottenerne il valore, che chiamiamo ¢, valutando la
funzione h(z) nell’origine, infatti

1
(2km + a)* +1In? ( ) ln(\/_) k;o (2k7 + a)? +1n2(«/_)

$o=h(0)—In(V5) >’

k=—00

L'espressine completa che si ottiene ¢ quella cercata, ovvero

1 S 1 .
h(z) = 7 +1n(5) )3 ((Z_zkn—a)zﬂnz (V5) (2kn+a)+In? (‘/g)) .

k=—o00

QUARTO PROBLEMA (runtEGGIO 6/30)

Si determinino autovalori e autovettori dell’operatore A, definito in uno spazio di Hilbert a 4 dimensioni, E,,
dall’azione sui vettori di una base ortonormale {Iek)}‘,::1 C E,,

A|ek>=|ek) - |ek+1>’ k= 112;3:
Aley) = leg) — leg) .

Si verifichi, inoltre, che 'operatore &€ normale.

SOLUZIONE DEL QUARTO PROBLEMA

La matrice A, che rappresenta I'operatore rispetto a {|e;) 2:1, essendo la base ortonormale, ha elementi
Ajkz(ej|A|ek>’ j;k=172;3:47

per le prime tre colonne si ha

A (e |A|ek> (e |ek) <ej|ek+1> = 5 5i+17 J= 1:2:374: k: 1:213;
mentre per la quarta colonna
A, = (ejlAles) = (ejles) — (ejley) = &) — 57, j=1,2,3,4.
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In definitiva la matrice &

1 0 0o -1
-1 1 0 0
A= 0o -1 1 0
0 0o -1 1

1-x 0 0 -1
det(A—Ix)=det 01 1_—1x 18){ 8 =1-x)*-1=0.
0 0 -1 1-x
Si hanno le quattro soluzioni
(1—x;)* = e2itkm = xp=1—eltk-im/2 k=1,2,3,4,
i cui valori numerici sono
x; =0, X, =1-1, x3=1+1, X4 =2.

Gli autovettori possono essere determinati direttamente usando le azioni note dell’operatore sui vettori della base.
Indichiamo con |v;) 'autovettore relativo al k-esimo autovalore x;, la sua decomposizione &

Vi) = Vi lej), k=1,2,3,4,

dove j e I'indice controvariante e il pedice (k) indica invece 'autovettore considerato. L'equazione agli autovalori,
sviluppata considerando le azioni note dell’operatore sui vettori della base, ¢

Al = xi i),
A (v(jk)|ej)) =Xy (v(jk)le]-))
Vi (ler) —lea)) +v(k (lea) —les)) +v (les) —les)) +vi, (lea) —ler)) = xi (v(lk)|e1)+v(2k)|ez)+v(3k)|e3)+v(4k)|e4))
(v(lk)—v(“k)) leq )+ (v(zk)—v(lk)) |e2)+(v(3k)—v(2k)) |63)+(v(‘§<)—v(3k)) les) = x (v(lk)lel)+v(2k)|e2)+v(3k)|e3)+v(4k)|e4)) ,
da cui, uguagliando i coefficienti, si hanno le quattro equazioni
Yo ™ Vio = XKV Yo ™V = XkV(iy Yo ™V = X6V Vo™V = XkViio -

Poniamo la prima componente uguale ad uno per tutti i vettori, v(lk) =

per le rimanenti tre componenti in termini degli autovalori, ovvero

1, k=1,2,3,4, ottenendo cosi le espressioni

1=v§) = X - Vig =1—x;
1
2 2 2
Vio— 1= XV - Vio = 17—
(k) (k) 71— x,
2
V3= V(k) = !
O N

3 2 _ 3
Vi Vi) = XKV -

le combinazioni 1 — x, k = 1,2, 3,4, da cui dipendono tutti i coefficienti sono
1—X1:1, 1_X2:i, 1—X3:_i, 1_X4:_1.

In definitiva le rappresentazioni rispetto alla base {|e;) ;‘:1 degli autovettori normalizzati sono

1 1 1 1

1 1 1 —i 1 i 1 -1
V1—E 1 5 Vo == -1 s Vs—i -1 s Vo= = 1 3)

1 i —i -1
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Per verificare che 'operatore A & normale, possiamo: o calcolare direttamente il commutatore in forma matriciale
[A,A"], dove la matrice A" rappresenta I'operatore aggiunto A" rispetto alla base ortonormale {|e;)}{_, ed &

1 -1 O 0

. * 0 1 -1 O
F— T\ — .
A= (A ) o 0 0 1 -1 ’

-1 0 0 1

ovvero, possiamo usare la rappresentazione diagonale di A rispetto alla base di autovettori {|v;) ;{‘:1, dove abbiamo

indicato con |v) € E4, k = 1,2, 3,4, i vettori che hanno, rispetto alla base ortonormale {|ek)}£:1, le rappresentazioni
matriciali riportare in Eq. (3). I vettori dell'insieme {|vk)};(‘=1 costituiscono una base ortonormale di E, poiché sono
4, ortogonali e quindi linearmente indipendenti e normalizzati all'unita, ovvero

* .
(vklvj)=(va) vj=5;<, k,j=1,2,3,4.
La matrice A;, che rappresenta 'operatore A rispetto alla base {|vk>}2=1, & ovviamente diagonale, infatti ha elementi

k ~ .
(Ad)] = <vk|A|v]> =xj<vk|vj> = Xj6‘li<7 k’] = 1:2:354;

nella seconda identita abbiamo usato 'equazione agli autovalori: A|vj) = x;|v;). La matrice Az, che rappresenta

'operatore aggiunto A" rispetto alla stessa base {|Vk>}2=1’ si ottiene partendo dall’equazione agli autovalori di A,
facendone il duale e moltiplicando a destra per un autovalore "ket" generico,

~ duale ~ per |v;) ~ .
Av) =xilvi)) — A" =xi (vl — lATv) = xp (welvy) = X;f5;-<, k,j=1,2,3,4,

l'ultima equazione non €& altro che I'espressione per gli elementi della matrice A'(';, che rappresenta l'operatore A’
rispetto alla base {|Vk>}2=1’ cioé

Nk
f _ x5k
(A%); = x5},
che € quindi diagonale. Il commutatore matriciale [Ad,AZ] ha tutti gli elementi nulli, infatti
] n"n"j

[Ag, AL s = (A" (AL);”— (A;)’; (Aq)} = XX 88,87 —x;x 5587 = |x;*65 —|x; 6% =0, k,j=1,2,3,4,

da cui segue che anche il commutatore tra gli operatori & nullo, per cui A & un operatore normale.
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QUINTO PROBLEMA (punTEGGIO 6/30)

Le tre matrici 3 X 3 Ej, con l = 1,2, 3, sono definite in termini del tensore antisimmetrico di Tullio Levi-Civita

+1 (I,m,n)=(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)

€lmn = -1 (I,m,n)=(3,2,1),(1,3,2),(2,1,3) ,

0  altrimenti

dalla relazione
(E1) un = —1€1mn » I,m,n=1,2,3,
ovvero, il numero —ie¢;,,,, rappresenta I'elemento dell’m-esima riga ed n-esima colonna della matrice E;.
o Si dimostri che le matrici E;, [ =1, 2, 3, seguono l'algebra delle matrici di Pauli, ovvero
3

(Ej, Ey ] =iZ€jkmEm;

m=1

e si calcolino gli autovalori delle tre matrici e gli autovettori;
e si ottengano le rappresentazioni degli autovettori di E, e E4 rispetto alla base formata dagli autovettori di E;.

Suggerimento. La contrazione su un indice di due tensori di Tullio Levi-Civita &

3
Zeijkeimn = 6jm5kn - 5jn5km .

i=1
SOLUZIONE DEL QUINTO PROBLEMA

Per verificare la regola di commutazione, consideriamo il prodotto tra due generiche matrici, 'elemento (I,n) &

3 3 3
(EjEk)m = Z (Ej)h (Ek)m = _Z €j1t€ktn = Zetﬂetkn =06101n — 601k
t=1 t=1 t=1
il prodotto in ordine invertito si ottiene scambiando gli indici j e k, ovvero
3
(EkEj)zn = Z (B (Ej)m =0101n — 61015,
t=1

infine il commutatore

(E;j, Exlin = (EjEk)ln - (EkEj)ln = =0n01k + 0n01j = =030 + 81 Okn
—_—

indici riordinati

3 3 3 3
= - E €mjk€mnl =1 E €mjkl€mnl = l z €ikm (_lemln) =1 z €ikm (Em)ln )
m=1 m=1 m=1 m=1
contrazione di due tensori —1=i? scambio indici nel secondo tensore

ovviamente la relazione vale per ogni [,n = 1,2, 3, abbiamo quindi dimostrato la validita della relazione di commu-
tazione.
Gli autovalori si ottengono con la procedura standard, come soluzionei dell’equazione secolare. Le espressioni com-
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plete delle tre matrici sono

( —i€17 —l€yp  —i€y3 \ [ 0 0 0 \
E, = _1:6121 _1:6122 _126123 = 0 0 —i >
K _16131 _16132 _16133 ) \ O A 0 )
( —i€y17 —l€y1p —l€p3 ( 0 0 1
Ey=| —l€yy —l€yy —i€3 = 0 00 >
k _16231 _16232 _16233 ) —1 O O )
( —i€3;  —l€3;p  —i€33 ) ( 0 —i 0)
E;=| —l€3y —l€3p —l€zpg [=| 1 0 0 [,
\ _16331 _16332 _16333 } \ O O O }

e immediato verificare che le tre equazioni secolari sono identiche e quindi che le matrici hanno gli stessi autovalori,
infatti si ha

det (B, — 1) =A(1-2%) =0,

da cui

L'autovettore a; della matrice E;, relativo all’autovalore A, con k = 0, —, +, si ottiene dall’equazione

1
0 O O. &k) &k) Ara 0T ,
Elak = 0 O —1 %k) = A’k gk) = A'ka - _lza(k) .
0t 0 0] 0 ’Ika(k) = g

Per gli autovalori non nulli, A, = %1, poniamo a(1 = =0e a( = = 1, ne consegue a( o = iA, = =i, mentre nel

caso dell’a.utovalore nullo, poniamo a(li) =1le a(zi) = a( =0, quindi, normalizzando all’'unita, si ottengono gli
autovettori

0 L L
apg = , a_ = — , a, = —
0 0 \/E i + \/E

Indichiamo con b 'autovettore della matrice E,, relativo all’autovalore A, avremo

0 0 L gk) g() Sk)
Ebe=| 0 0 0 go = g’ﬂ N lk o
-t 00 bt b Akb(k) lb(k)
da cui, seguendo la stessa procedura, si hanno
b= 1 =L o bo=L| o
o) o2l g ) Tovzl o
Infine gli autovettori ¢, k = 0, —, 4+, della matrice Ej; si ricavano dall’equazione
. 1 1 __ .2
(? —1i 0 C%k) %k) Akc K= ,_llc(k)
E3Ck = 1 0 0 Cgk) = A’k %k) = lkcg = lc(k) 5
0 00 N KO) My =
€ sono
1 g 1 1 1
Cg=— s c.=—| —i , c, = i
0 \/i 1 ﬁ + 0
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Tutte le terne ottenuto sono insiemi ortonormali e quindi basi ortonormali dello spazio dei vettori colonna 3 x 1 a
elementi complessi. La rappresentazione degli autovettori delle matrici E, e E5 rispetto alla base {ay,a,,a_}, degli
autovettori della matrice E;, sono

_§k ik
bj = b b(j) = (aulb;) = (a ) b;
cj=56)ak, E(j) (ailc;) (a,{) ¢

dove con |ay), |by), |c,) abbiamo indicato i vettori di uno spazio di Hilbert di dimensione 3 che hanno, rispetti-
vamente, le rappresentazioni canoniche qy, by, ¢, con k = 0, —,+; mentre Eé‘]) e 56) sono le componenti k-esime
dei j-esimi autovettori delle matrici E, ed E5 rispetto alla base ortonormale {ay, a,,a_}. Partiamo da by, le nuove
componenti Sono

0
(0) (ao) by=(100) 1 =0

0 1 y 1 0
by = (a)boz—(Oh) (1)) % . = by=— 1 ,
0
by =(al)’ b0—7(01_1) é)

il vettore b, & la rappresentazione di |b) rispetto alla base {a,,a_,a,}. Per i due vettori b, si hanno le espressioni

= (ag ) b ——(100) _ 1
(i) 0 E \/E
1 1 o[ V2
b, = (aT) biz—(om 0 |=%; ¢ = b= | 1
Fi F1
1 1
(i) (a)bi——(Ol—l) O. =:F§
Fi
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Infine, le rappresentazioni ¢, degli autovettori della terza matrice E5 sono

0
~ *
c?o)z(ag) ¢, =(100) (1> =0
0 . 0
1 i 1
~— TY* . ~ .
Cn=1la’) c¢g=—=(011 0 | =— r = Co=— i |,
o= (e) 0= 75010 1) 2 =7
0 i
eh=(a}) co=—=1-0f 0 |=-—
= \4+) Co
V2 1 V2
1
. 1 1
& al) c,=—(100)| +i |=—
= (@) = 5000 2 =77
1 1 V2
~— T . . ~ .
c(i)—(a ) ce==(01))| £i | == r = cizz :|:l'
+i
1 L
&y=(al) ca==01-0)| =+

SESTO PROBLEMA (PUNTEGGIO 6/30)

Usando il metodo delle trasformate di Fourier si ottenga la soluzione f (x) dell’equazione integro-differenziale

; f ey )y = £1(0)+ F(x) +e 7

—00

Suggerimento. L'anti-trasformata di Fourier della funzione 1/k &

7z 1 L )
_x | 7| =14/ = segno(x).
x| % 5 g
SOLUZIONE DEL SESTO PROBLEMA

Facciamo la trasformata di Fourier di ambo i membri, usando per I'integrale il teorema della convoluzione e ponendo

fk)=2[f],siha
%mffk [e7M] F(k) = (k2 F (k) + F ) + T [e™] .

La trasformata di Fourier della funzione e ! si ottiene integrando direttamente

1 0o 1 0 00
F e—lxl — e—\xle—ikxdx — e—x(ik—l)dx + e—x(ik+1)dx
: [ J Vam J_ Va2r | J_ o 0

o

1 1 . 1 _\/? 1
C V2r | —ik+1  ik+1| Vmk2+1°

Si arriva ad un’equazione algebrica per la trasformata di Fourier della soluzione

E«/%gzk [e7™] — (ik)* - 1} fl) =2 [e™]

Ko ”(k)—\/E !
K +1 flk= nk2+1’
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da cui

N 21
f(k)zﬁﬁ-

La soluzione in x si ottiene facendo I'anti-trasformata di Fourier della funzione f (k)

2 1 2 1
f)=2_, N;F} =\/;9x [F] .

Lanti-trasformata di Fourier della funzione 1/k* si puo ottenere a partire da quella di 1/k, data nel "suggerimento",
scrivendo 1/k* in termini della derivata terza di 1/k, ovvero

1 1 d%1

K4 31dkPk

Otteniamo qui la soluzione cercata come

_\/391_\/59 1d31_1\/?g d31_1\/?_391
JeI=y 77 [ﬁ]— 7| Tzaek | T eV 7T ek T eV R P H
)= x® seg6no(x) ’

dove il fattore (—ix) compare con il segno meno in quanto si sta considerando un’anti-trasformata.
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