METODI MATEMATICI PER LA FISICA

APPELLO STRAORDINARIO AUTUNNALE - 18 DICEMBRE 2024

Sirisolvano cortesemente i seguenti problemi, sapendo che il punteggio assegnato a ciascuna procedura di risoluzione
puo variare tra lo zero e il massimo indicato ed é stabilito valutando:
1. la correttezza del risultato ottenuto e della procedura utilizzata;

2. la completezza dei passaggi riportati;

3. il livello di esemplificazione con cui sono espressi i risultati (ad esempio un risultato numerico reale non deve
contenere l'unita immaginaria);

4. la correttezza del formalismo utilizzato;
5. la chiarezza dell’esposizione e la leggibilita del testo;

6. la bellezza e ’armonia del tutto.

PRIMO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)
Si ottenga I'espressione analitica della funzione

o ikt

= (k,2) = Prf
—00

definita per ogni (k,z) € (R\{0}) x C.

Curiosita. Il simbolo = rappresenta il primo carattere, corrisponde alla lettera “a”, dell’alfabeto aurebesh, la rap-

presentazione grafica della lingua Basic Galattico o semplicemente Basic parlata dai personaggi dell’'universo fanta-

scientifico di Guerre Stellari. La parola aurebesh, cosi come la parola alfabeto, & la combinazione dei nomi delle prime

due lettere, cioe, Aurek (=) e Besh (&).

SOLUZIONE DEL PRIMO PROBLEMA

1l valore principale ¢ effettivo solo per valori reali di z. Consideriamo il caso in cui z ¢ R, in questa eventualita
'integrale in valore principale coincide con l'integrale ordinario. Possiamo usare il lemma di Jordan, “chiudendo” il
percorso nel semipiano delle parti immaginarie positive o negative se, rispettivamente k < 0 o k > 0, ricordando che
i valori di k sono reali e non nulli. Usando il teorema dei residui, si ha

0 k<0, Im(z) <0
o0 ikt —ikz
e . k<0, Im(z)>0 . —i
= (k,z)= J p— dt =2im i k>0 Imgz; <o (= —2in Segno[k]6(—k Im(z))e <= .
- 0 k>0, Im(z) <0

Se, invece, z = x € R, calcoliamo il valore principale avvalendoci della formula di Sokhotski-Plemelj con il polo nel
semipiano delle parti immaginarie positive, si ha

0 ikt S —ikt —ikx —ikx —ikx
e e N, . 2e —e =e k<O
K(k,x)zPrf dt=J ——dt—ime lkx:m{

- —ik
oot X oo t—(x +i€) —e 1 k>0
= —i7 Segno[k]e tk* .
La soluzione completa ¢
Segno[k]0(—k Im(z)) e~k* Im(z) #0
= (k,z)=—2im ke
Segno[ k] ¢ 5 Im(z) =0
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E interessante notare come si possa scrivere con una legge unica usando per la funzione theta di Heaviside il valore
in zero 6(0) = 1/2, cioé la media dei limiti sinistro e destro,

0(0) = %(e(o—)+9(o+)) = %
=0 =1

SECONDO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 5/30)

Si calcoli l'integrale in valore principale

0
I
3
%
8
u
=

Ya e C\R.
Curiosita. Il simbolo & rappresenta la lettera “b” dell’alfabeto aurebesh.

SOLUZIONE DEL SECONDO PROBLEMA

Poiché a ¢ R, la funzione integranda non ha singolarita al finito lungo il percorso d’integrazione. E il comportamento
all'infinito che va considerato in termini del valore principale, ovvero possiamo definire

R
£,= lim J dx = lim (In(R—a)—In(—R—a))
_pX—a R—ooo

=R1im (In|[R—a|—In|—R—a|+iarg(R—a)—iarg(—R—a))

—00

— lim (IH(M)+iarctan(ﬂ)—iarctan(ﬂ))
R—00 | —R—al R— Re(a) —R — Re(a)

= 1'Rl_i)no1o (arctan(l%léz)) —arctan(%éz()@)) >

dove si € tenuto conto dell’annullamento del limite del logaritmo del rapporto dei moduli. Per valutare la differenza
delle funzioni arcotangente assumiamo, senza perdita di generalita, la determinazione principale [0,27] e Im(a) > 0,
in questo caso, nel limite R — oo, I'argomento della prima funzione arcotangente si annulla nel quarto quadrante,
la fase tende a 27, mentre quello della seconda funzione lo fa nel terzo, cosicché la fase tende a 7. Ne consegue che,

per Im(a) > 0,
Ea= iRI_i)Ig<> (arctan(}%)—arctan(%)) =irm.

—27 -n

Lo stesso risultato si ottiene con la determinazione principale [—7, 7t], per cui avremmo
. —Im(a) —Im(a) .
&,=1 lim | arctan| ——— |—arctan| ———— | | =ix.
R-00 R— Re(a) —R — Re(a)

—0 ——T

Il caso in cui Im(a) < 0, poiché a & 'unico numero non reale dell’espressione, si ottiene facendo il complesso
coniugato del risultato precedente, cioe

=—iT.

=
—t
In definitiva si ha

& ., = Segno[ Im(a)]ir.

TERZO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si calcoli lo sviluppo di Mittag-Leffler della funzione

1 _ 1
sen(z) senh(z)’

tE(z) =

Curiosita. Il simbolo g rappresenta la lettera “f” dell’alfabeto aurebesh.
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SOLUZIONE DEL TERZO PROBLEMA

Le singolarita della funzione di g (2) corrispondono agli zeri delle funzioni seno e seno iperbolico, rispettivamente i
punti degli insiemi {k7t};cy € {ikt}rez. Lintersezione dei due ha solo un elemento, l'origine. Verifichiamo che z =0
€ una singolarita eliminabile, calcolando il limite

1 1
1 =1
1m|:|:(z) lm(z 23/3!+25/5!+ 0(27) z+z3/3!+z5/5!+ﬁ(z7))

.y 1( 1 ~ 1 )
Tz \1=(22/31—2%/51+ 0(26)) 1+ (22/31+2%/5! + 0(z5))

1 <22 J
;2%5(2(5‘5”(26)) 2e0(5 *E*“"ﬁ)))
— lim X S (% 6 j &)
= lim = Z §—§+0’(z) Z( 1) 3'+§+0’(z)

e finto, quindi, come volevasi dimostrare, la singolarita e eliminabile.
Le altre singolarita sono poli semplici e hanno residui

Res[ i (2), kn] = hm £ (z)(z—kn) = 1 T (—1)k,
—km sen(z)

Res[ g (2), lkn]— hm ot (2)(z—ikn)=— 1 —ikm

=(=1 k+1’
z—>lkTr senh(z) ( )

Y k € Z. Lo sviluppo di Mittag-Leffler &

e ()= 9(:)+ 2D (- )

k#o —kn  z—ikm

—¢(z)+22§1( 1) (zz_kzﬂ;z 22+k2ﬂ:2)

_ 2 k
=¢(z)+4n zkzgl(—l) Ry

dove la funzione ¢ (z) ¢ la parte intera di g£(z) e ha lo stesso comportamento asintotico. Poiché la gZ (z) & regolare
all’infinito, la funzione ¢ (z) & costante e per calcolarne il valore valutiamo I’espressione in z = 0. Siha g£(0) =0,
poiché grazie al fattore z la serie si annulla nell’origine, ¢ identicamente nulla anche la ¢ (z). Quindi la soluzione &

it (z) = 4n ZZ( 1

24— k477:4

QUARTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 5/30)

Si ottengano gli autovalori e le rappresentazioni matriciali rispetto alla base ortonormale {Izk)}izl, dell’operatore
A L 2 L . L 5 A A A A3 s . .
B =exp (a . 0) e dei suoi autovettori, con d = (1,1,1) e 0 = (641,85,53), dove {O‘j }jzl e I'insieme dei tre operatori

di Pauli e la base ortonormale {Izk)}i:1 ha come elementi gli autovettori del terzo operatore di Pauli &3.

SOLUZIONE DEL QUARTO PROBLEMA

Sfruttando 'algebra degli operatori di Pauli, si ha

3 3
- 232 A A . A A A
(a-o) = E a;jar 66y = E ajak(lejkmam+15jk)—31,
jk=1 jkm=1
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dove [ & Poperatore identita. Il termine che dipende dal simbolo di Levi-Civita €, con j,k,m € {1,2,3}, & nullo
poiché il prodotto a;a; ¢ simmetrico rispetto allo scambio degli indici. Usando la serie di Taylor dell'esponenziale

per l'operatore B e separando potenze pari e dispari si ha

>k >~\2k+1
., (a-o) 2 (3-& X gk .32 gktl/2
=3 ( G S 5
< (Zk)' S k+1) AA(2Kk) T Y3 A (2k+ 1)
oo 2k+1
=i
&~ 2k)' Z(2k+1)'

da cui, avvalendosi delle serie di Taylor delle funzioni iperboliche e la definizione del vettore d, si ottiene

B =1cosh(v3)+ L‘/?Ug senh (v3) .

Usando le rappresentazioni matriciali degli operatori di Pauli si ricava quella dell’operatore

A& = cosh(ﬁ)+ senh(«/§)/«/§ (1—i)senh(«/§)/«/§
- (1+i)senh(v3)/v3 cosh(+/3)— senh(v3) /3

Applicando 11 teorema spettrale, gli autovalori dell’'operatore esponenziale possono essere ottenuti da quelli dell’o-
peratore @ - &, che, rispetto alla base {|z;)}> x—1» ha rappresentazione

m
Qﬂ

z L, 1 1—i
«—<ad-0 = 0'1+0'2+O'3 1+1 -1 .

L'equazione caratteristica &
e 137 45 )=o
1-2%+2=0,
le soluzioni e quindi gli autovalori dell’operatore d - & sono
Mg =%V3.
Di conseguenza, gli autovalori dell’'operatore B sono

Bro=eh2 = V3.

Gli autovettori degli operatori B e - & sono gli stessi, poiché, commutando, sono diagonalizzabili simultaneamente.
Indichiamo con vJ’? la k-esima componente contro-variante del j-esimo autovettore, rappresentato rispetto alla base
data, con k, j € {1,2}. Queste componenti si ottengono come soluzioni dei sistemi omogenei

1—A; 1—i v 0
J ] — s
( 1+i —1—Aj)(vj2)_(o)’ j=12.

I =v, per entrambi gli autovettori, dalla prima riga si ottiene

Poniamo Vig

1—A4; 144/
vi=— ,Jv = v122=1—,3v
’ 1—i

Ne consegue che la rappresentazioni cercate sono

1 1—i 1 1—i
V1_\/6—21/§(_1+‘/§)’ Vz_\/6+2«/§(_1_‘/§)'
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QUINTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)
Si calcoli la trasformata di Fourier della funzione generalizzata

5d"6(x)

dxn

= (x)=x""

>

conneNen>2.
Curiosita. Il simbolo =f rappresenta la lettera “j” dell’alfabeto aurebesh.

SOLUZIONE DEL QUINTO PROBLEMA

Usiamo il teorema della convoluzione, per cui si ha

1 _ d"6(x d"6(x
9k[d]=ﬁﬁ'k[x” 2]*?]([ dx(") f gk k’ x™ 2]*? [ ( )]dk/
La trasformata di Fourier della derivata n-esima della delta di Dirac &
d"5(x)] (ik)™
= (ik)" 19} = .
7 T2 | = wrataen = S

La trasformata di Fourier della potenza intera m € N e

1 ; 1 ., d" ; d’ 16(k)
m m ,—ikx ikx m,_/
I [x™] J_J xe x = ‘/_ J X = 7 >

dove abbiamo usato la rappresentazione della delta di Dirac

1 (% .
5(k) = —j e kX dx .
27

—00

La trasformata di Fourier richiesta, quindi la convoluzione si calcola come

K"dk’ .

d"5(x) 22 (% 425 (k — k')
I ]=— f T [x"2] % T [ e ]dk Wor Tz
Si procede integrando per parti, la prima integrazione da
D) dPe(k—K) n] ™ N © A" 36k — K) 1 gy
/27 dk/m—3 oo n oo dk/m—3 :

=0

T ]= k

Ripetendo l'integrazione per parti n — 2 volte, si ha

?k[d]=(_2_n_l( ~5(k— k)k’3 (=1 f 5(k—k')k’2dk’)
T —00
=0
_( )n 1 B ' 5
e n(n—1)---4-3k*.

Per avere una forma pili compatta, moltiplichiamo e dividiamo per 2, cosi da avere a numeratore n! e quindi il
risultato finale &

(l)nl

Tl 1= Wors

SESTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 5/30)

Dati gli operatoriA e B, definiti nello spazio di Hilbert a N dimensioni Ej, tali che, cioe, AB: Eyn — Ey, si ottengano
le relazioni, qualora ve ne siano, tra gli spettri discreti o5 = {,uk}I,:’:l, Opa = {vk }2’:1 e gli insiemi di autovettori
{|xk)}£]=1, {ly) 2;1 C Ey dei due operatori prodotto AB e BA, che hanno quindi equazioni agli autovalori

AB|xy) = pelxx),  BAlyx) = vlyi), ke{1,2,...,N}.
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SOLUZIONE DEL SESTO PROBLEMA

Applicando da sinistra 'operatore B su ambo i membri dell'equazione agli autovalori dell’operatore AB, si ha
BAB|xy) = wBlxy), ke{1,2,...,N}.

Questa € I'equazione agli autovalori dell’operatore BA, con l'insieme di autovettori {lek) }k=1' Ne consegue che gli

insiemi di autovalori coincidono, ovvero i due operatori AB e BA hanno lo stesso spettro discreto, 045 = Oga.
Riordiniamo, ad esempio, gli autovettori dell'operatore BA, in modo tale che le equazioni agli autovalori si “armo-
nizzino”, ovvero si abbiano

ABlxy) = welxi),  BAlye) = wilyi) » ke{l,2,...,N}.
In questo modo le relazioni che legano gli autovettori sono
Blxp) o< lyk),  Alyk) o< Ixi), ke{1,2,...,N}.

Si ha la proporzionalita e non l'identita, poiché gli autovettori sono definiti a meno di una costante moltiplicativa.
Introducendo delle costanti di proporzionalit, i cui insiemi sono {a; }112]:1 e {Bx }],f:], si hanno

Blok) = axlyi),  Alye) = Brlxx) ke{l,2,...,N}.
Applichiamo da sinistra 'operatore A alla prima equazione e I'operatore B alla seconda
AB|xi) = alyi) = arBilxi),  BAlyr) = BiBlxk) = Praxlyi) ke{l,2,...,N},

confrontando queste equazioni con quelle agli autovalori degli operatori prodotto AB e BA, si evince che il prodotto
delle costanti di proporzionalita coincide con I'autovalore comune, cioe

akﬂkZMk, k€{1,2,...,N}.
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