METODI MATEMATICI PER LA FISICA

APPELLO STRAORDINARIO INVERNALE - 17 DICEMBRE 2025

Sirisolvano cortesemente i seguenti problemi, sapendo che il punteggio assegnato a ciascuna procedura di risoluzione
puo variare tra lo zero e il massimo indicato ed e stabilito valutando:

1. la correttezza del risultato ottenuto e della procedura utilizzata;
2. la completezza dei passaggi riportati;

3. il livello di esemplificazione con cui sono espressi i risultati (ad esempio un risultato numerico reale non deve
contenere l'unita immaginaria);

4. la correttezza del formalismo utilizzato;
5. la chiarezza dell’esposizione e la leggibilita del testo;

6. la bellezza e ’armonia del tutto.

PRIMO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si calcoli I'integrale

2
3 — J 1+ sen (u)du

2+ cos?2(u)

Curiosita. Il simbolo 3* dell’alfabeto fonetico internazionale rappresenta la pronuncia in inglese americano del suono
delle lettere ir della parola bird. L'alfabeto fonetico internazionale e un insieme di simboli utilizzati per indicare i
suoni delle lingue parlate. E stato concepito nel 1886 dall’Associazione fonetica internazionale per definire un codice
univoco con cui rappresentare i suoni (foni) di tutte le lingue.

SOLUZIONE DEL PRIMO PROBLEMA |

Facciamo la sostituzione z = e, che implica u = —iIn(zg), du = —idz/z, il percorso d’integrazione ¢ le circonferenza
unitaria e l'integrale diventa

3~__l~j£ Ll/z)z/“%_ij( 2P —622+1 dz
g=1 2+ (z+1/2)%/4 = je1 24102241 2

La funzione integranda ha cinque poli semplici, uno nell’origine e quattro in corrispondenza degli zeri del polinomio
z* 4+ 1022 + 1, che sono

212 =— —SZFZ’\/E, 234 = —SiZ\/g,

sono immaginari puri, infatti si possono porre nella forma

Zl,zz—i 5:&2\/6, 23’4—1V5:F2
21| = |z4) = V5+2V6> 1, lzo] = |z3] = V5—2vV6 < 1.

Il percorso d’integrazione avvolge quindi i tre poli semplici: 25 =0, 2, = —iV'5—2v6 e 23 =iV 5—2V6.

Usando il teorema dei residui e z§ = 232. =2+4/6-5,siha

- 11 4_622+1 1 4_622+1 1
3:_2,[(%5[& ]Res[ﬁ_%%m[ﬂ_z

da cui

441022 +12° 24+1022+12° 24 +1022+12°°°
—6z 23—6z§+1 4—622
——onf142 L, - = |=—2n 1+2—
4z +202 423+20,z3 4z +202
6
=—27’L’(1—2§),
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quindi

2+ cos2(u) 3

3~:f L sen’(u) , _ ( 3+2v6).
0

SECONDO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si ottenga la somma della serie

Curiosita. Il simbolo B dell’alfabeto fonetico internazionale rappresenta la pronuncia in zulu del suono delle lettere
dl della parola indlala.

SOLUZIONE DEL SECONDO PROBLEMA |

Usiamo il metodo dei residui, considerando la funzione f (z) = (zz — 1) / (z4 + 1), per cui si ha

B = i £

k=—o00

La serie € a segno costante, percio usiamo la funzione di lavoro
cos(nz)
en(nz)

che ha poli semplici nei relativi, ovvero gli elementi dell’insieme {2z, = k};¢7z € anche nei quattro zeri del polinomio
di quarto grado a denominatore della funzione f(z), che sono le quattro radici quarte di —1, elementi dell’insieme

Fiz)=m

f(2),

{Pj _ e(2j+1)irt/4}j’:

Definiamo gli integrali

1
C2im

F(2)dz = Z Res[F(2),k] +Z Res[F(z),p;], VneN\{1}.

|z]=n+1/2 k=—n
I residui nei relativi hanno la forma dei termini della serie, cioe, Vk € Z,

-1
k4+1'

[F(2),k]=

La somma dei residui nei poli dell'insieme { pj = @t/ 4} =0

3

ZSJ[F(Z),p] Z cos(7p;) p] __Z cos “pl ( l)pj=—EZM(Pj_Pj_1)P?

=0 i=o sen np]) 4pj i=o sen np] 4j:0 sen(rtpj)

_im o cos(7py) sen((zf“)”) 2
2 pary sen(ﬂ:p]-) 4 J

=—i§cot(n%)sen(%)em/2 .ncot( _gi)sen(g—) e3im/2
—%cot(n_zi)sen(54 )651”/2 i cot(n%) (7 ) 7in/2
1+1 —1+i —1— 1—i
23‘{“% 1«/?%_;{0:(7?))\/;) 235 (n V2 )+2\T;§C0t(n ﬁl)
T +1i —i
:E cot nf + cot nﬁ
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E immediato verificare che

lim J, =0,

n—oo
infatti, usando il lemma di integrazione sugli archi di raggio divergente, dimostriamo che su tali archi la funzione
integranda moltiplicata per z tende uniformemente a zero. A tal fine, ne maggioriamo il modulo come

(n+1/2)*+1 (n+ 1)’

(n+1/2)4—1 2

221
z4+1

cos(mz) cos(7tz)

|2F (2)| = |7

2
cos(mz) 2 —1
(mz) ‘: lz| <=

sen(mz) 24+ 1

sen(7z) sen(7z)

la disuguaglianza € ottenuta usando la disuguaglianza triangolare per il numeratore e il denominatore che, conn € N,
sono rispettivamente

2 4
|22_1| S|53|2+1=(n+%) +1, |z4+1| < ||z|4—1|=(n+%) —1.

La funzione cotangente, quindi il suo modulo, diverge per z = km, Vk € Z, quindi sulle circonferenze di raggio
n+1/2, con n €N e limitata, ovvero, esiste un M € (0, 00), tale che, per ogni z, con |z| =n+1/2, si ha

cos(7mz)

<M
sen(7z)

e, per la periodicita della funzione cotangente, questa limitazione vale per ogni n € N. Ne consegue che, sempre per
ogni z, tale che |z| =n+1/2,

|F(2)| < HMM(H-F 1)n—(;oO,

(n+1/2)4—1 2

che implica il limite della successione di integrali gia dato, cioé

0BT = 0>
quindi
n 3 oo k2 1 3
0= lim J,= lim (kz Res[F(2), k] +Z(:) Res[F(z),p]-]) = kz e +ZO Res[F(2),p;],
=—n Jj= =—00 Jj=

da cui si ottiene la somma della serie richiesta come

5= 3 - (s ) (=5

€ ancora

B =—+v2nRe (cot(ﬁ%)) .

17 dicembre 2025 page 3 of 8



TERZO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Definiamo il fattoriale n-esimo del numero k € N, che & il multiplo n-esimo del numero j € N aumentato di una
unita, cioé k =n-j+1, come

k" =k(k—n)(k—2n)---(n+ 1)1,

dove il simbolo !" indica appunto questo fattoriale con salto n-esimo. Ad esempio, con n = 1 si ha il fattoriale
semplice, con n = 2 il doppio fattoriale, che, per il numero dispari k = 2j + 1, vale

k?? =k =k(k—2)---3-1.
Si dimostri che in generale, V (m, n) € N2,

(m—1)!n™

((m—l)n+ 1)'n = m,

dove f3(z,u) e la funzione beta di Eulero.

SOLUZIONE DEL TERZO PROBLEMA

Sviluppiamo la funzione beta di Eulero a denominatore, usando l'identita

_T=rw
plw = I'(z +uw)
e la legge di ricorrenza della funzione gamma di Eulero
Fz+n)=@E+n—1)(zg+n—2)---(z+1)zI'(2), VkeEN,
si ha
. B F(n_l)l"(m) B F(n_l)(m—l)!
p(n,m) = T(nl+m) (1+m—1)((n"1+m—2)---(n~1+1)n"1T(n"1)
_ (m—1)!
S (nl+m—1)(nl4+m—2)---(n"1+1)n"1
(m—1)! (m—1)!n™

T LmOn km=2n 1l (1+(m—1Dn)(1 +(m—2)n)--(1+n)’
n n n

n

la quantita a denominatore dell’'ultimo membro ¢ il fattoriale n-esimo del numero naturale 1+ (m — 1)n, ovvero
1+(m—-1Dn)1+(m—2)n)---(1+n)=((m—1)n+1)1",

che € la quantita richiesta. Risolvendo per essa otteniamo I'identita del problema

(m—1)n™

((m— 1)n + 1)'“ = m .

QUARTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Loperatore B, definito nello spazio di Hilbert a 4 dimensioni E,4, rispetto alla base ortonormale {Iuk)}Z'=1 CEge
rappresentato dalla matrice in notazione a blocchi

sou o, O
glu—(9 %),
o3 I
dove o,
dell’'operatore K e i vettori che rappresentano i suoi autovettori rispetto alla base canonica data.

con j € {1,2,3}, € la j-esima matrice di Pauli e I, € la matrice identita 2 x 2. Si ottengano gli autovalori

Curiosita. Il simbolo B dell’alfabeto fonetico internazionale rappresenta la pronuncia in francese del suono della
lettera r della parola Paris.
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SOLUZIONE DEL QUARTO PROBLEMA

Le equazioni agli autovalori per le matrici in notazione a blocchi sono

Bri=pjrj, con: j=1,2,3,4,

4 4 ce e . . . . . . . .
dove {p j }j=1 e {rj }j:1 sono gli insiemi degli autovalori e dei vettori 4 x 1 che rappresentano gli autovettori corri-
spondenti. Usiamo

u; .
r]=( dj )’ VJ€{1,2’3’4},

dove uje dj sono vettori 2 x 1.

_( owj+oad; \ _ _ u;
Br]_( O'3UJ+d) _p]r]_p] d] ’
da cui si hanno le equazioni

O'lu]' + O'zdj = pJuJ

E un sistema di due equazioni matriciali, otteniamo d; dalla seconda
1 .

dj=—— 03, Vj€{1,2,3,4},

Pj

e la sostituiamo nella prima

1
C'1Uj + —0'20'311]' =pJuJ

pi—1
1 .
O'1Uj+FlO'1uj=ijj
o1 CUTPY
J
(pj—1)p; .
ou; = ———u;, €1{1,2,3,4}.
1%j Pj_1+i Jj VJ { }

Questa € l'equazione agli autovalori della matrice o, € noto che gli autovalori sono A, = %1 e gli autovettori
corrispondenti sono

w2

In corrispondenza di ciascun autovalore A se ne hanno due p, ovvero, per A, =1

-1
1=PZDP e iopi1mi=0 > p,=1£4,
p—1+i ’
conA_=-—1siha
_(=Dp 2 . _ ,
—1=— pc—=1+i=0 = pgu==xV1-1.
p—1+1 ’

Otteniamo i vettori corrispondenti. Avremo che che u; = uy = v, e ug3 = uy = v_. I vettori d; si ricavano dalla
relazione

oau;, Vje{1,2,3,4},
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quindi

g2 8 )l

T op1a2—1 Vil 0 —1 2\ 1 2i \ —1

dyym 1 L 1 (1 0)i(1)= 1 L( )
’ 34—1 +/1—i—-1\0 -1 )2 —1 +/1—-i—1v2\1

1 1
_ Uy |\ _ Vi ) _ ( 1 ’_ Uy |\ _ Vi ) 1
rl_ﬁ(‘ﬁ)_ﬁ( dl)_ Vi | rz_ﬁ(dz)_ﬁ( dz)_ —1/vi
—1/4/1 1/V/i
( 1 1
/_‘/— us _1/— V_ _ -1 /_‘/— Uy _‘/— v_ _ —1
rg=+v2 dy )= 2 d )~ 1. 5 Iy = 2 d =42 d = 1.
1/1_—11—1 4 4 —@—1
Vi-i-1 \ —v1-i—-1
Le norme dei primi due sono uguali e valgono
I 7l —
”r1” = ”rzH =2.
Quelle del terzo e quarto sono
2 2
T'/ ) - 2 + — = 2 4+
3.4 \ |v1—iﬂF1| \J |21/4e—i7t/8:F1}2
2
=2+ 5
\ (21/4 cos(/8) F1)” + v2sen2(/8)
P 2 | 4+2v/2F2%4cos(n/8)
\ 1+ +/2F25/4cos(m/8) 1+ V2 F25/4cos(n/8)
Infine, usiamo la formula di bisezione
cos(2a) = 2cos?(a)—1,
nella forma
cos(a) = +\| L&D+
2
per ottenere
cos(mt/4)+1 1/4/2+1 V2+4/2
cos(mt/8) = 5 = 5 = 5 s
che sostituito nell’espressione delle norme da
v ‘_ \J 4+42V/2F25/4V24 V2 Q 4+42V2F2V2+42/2 ‘/EJ 2+V2F V24242
34| = = = .
* 1+ V252142 + /2 1+ V25 V21272 1+ V25 V21272

Gli autovettori normalizzati sono

1 1
o1 1 Lo \]1+\/§¢\/2+2ﬁ -
12— 5 : > 34— " &
2 il/‘ﬁ_ V2\o2+vaxv2+2v2| = L-i-1
:Fl/ﬁ +v1-i—1

>
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QUINTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 5/30)

Si dimostri I'identita formale per le funzioni generalizzate delta di Dirac
6(x —xp) = 3|x0|25 (x —xo) + 3|x0|25 (x —xo) — —|x0|5 (¢ —x¢)— —|x0|5 (x+xp),

con xg € R.

SOLUZIONE DEL QUINTO PROBLEMA

Possiamo usare le relazione formale della delta di Dirac

. N 6 (x—xy)
5(f(x))—;|f,(—x)l,

dove la funzione f (x) ha zeri reali nei punti dell'insieme {x; }1,:':1 C R e, inoltre, questi zeri sono semplici.
Nel caso delle delta di Dirac con argomento non lineare si hanno

2 2y _ 6(x—x0)+6(x+x0) 3 8(x —xg)
5(3( Xo)_ 2]x0] > ( )— 3[x 2

3

Si noti che dei tre zeri della funzione x° — xg’ , argomento della seconda delta di Dirac, solo uno € reale, quindi si ha

il solo termine a esso corrispondente.
Sostituendo queste espressioni a secondo membro dell’espressione data, si ha

3 3
3|x0|25 (x3 —xg) + 3|x0|25 (x2 —x2) — 5|x0|5 (x—x0)— §|x0|5 (x+x0)=06(x —xq)
3
+§|xo| (6(x —x0) + 6(x + xp))
3 3
—=1x016 (x —x¢) — = |x0|6 (x + xo) ,
2 2
gli ultimi quattro termini del secondo membro si annullano due a due e, scambiando i membri, si ottiene
6(x—xgp) = 3|x0|25 (x —xg) + 3|x0|2 (x —xz) — —|x0|5 (x—x0)— —|x0|5 (x+x9),

che é I'identita richiesta.

SESTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si calcoli I'integrale
1 _
B (w)= —f I'(z)w*dz,
2im o

dove p = {2 : 2 = c+iy,con: ¢ € (0,00),Vy € R} ¢ la retta parallela all’asse immaginario e appartenente al
semipiano delle parti reali positive e w € (0, 00).

Curiosita. Il simbolo G dell’alfabeto fonetico internazionale rappresenta la pronuncia in giapponese del suono delle
lettere sh della parola sushi.

17 dicembre 2025 page 7 of 8



SOLUZIONE DEL SESTO PROBLEMA |

Usiamo la rappresentazione con I'integrale di secondo tipo di Eulero per la funzione gamma

1 oo
6(w)=—— f dzJ dte tt* w2,
2i7 o 0

tz—l — e(z—l)lnt 4 —z In(w)

ew

1 < 1 <
[ (W) - dz dte—t+(z—1)ln(t)—zln(w) - dz dte—t+zlr1(t/w)—1n(t) .
2iT o 0 2im o 0

Facciamo la sostituzione z = ¢ + iy, cosicché l'integrazione in dz diventa in dy e l'intervallo e R, si ha

o o oo oo
G (w)= 1 idy de—tHe+iy)In(e/w)-In(e) _ ar[ L dyelyn(t/w) | g=t+eln(t/w)-n(t)
20T | _ o 0 0 21 | oo ’

Poniamo =e

dove abbiamo messo tra parentesi I'integrale in dy, che, poiché nelle condizioni del problema si ha sempre t/w € R,
rappresenta la delta di Dirac & (In(t/w)). Ne consegue

—t+cIn(t/w)—In(t) e_t/t

IV

e
|dIn(t/w)/dt|

6(w)= J 5 (ln(t/w))e—t+c1n(t/w)_1n(t)dt _
0

B)
t=w t=w

in definitiva, avendo w € (0, 00),

Gw)y=e".
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