METODI MATEMATICI PER LA FISICA

PROVA PARZIALE DEL 13 GIUGNO 2025
Sirisolvano cortesemente i seguenti problemi, sapendo che il punteggio assegnato a ciascuna procedura di risoluzione
puo variare tra lo zero e il massimo indicato ed é stabilito valutando:
1. la correttezza del risultato ottenuto e della procedura utilizzata;
2. la completezza dei passaggi riportati;

3. il livello di esemplificazione con cui sono espressi i risultati (ad esempio un risultato numerico reale non deve
contenere l'unita immaginaria);

4. la correttezza del formalismo utilizzato;
5. la chiarezza dell’esposizione e la leggibilita del testo;

6. la bellezza e ’armonia del tutto.

PRIMO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si dimostri che gli autovalori di un operatore <§ definito nello spazio di Hilbert a N dimensioni Ey appartengono al
disco chiuso {z Hz| < H&H} cC.

Strumenti
e Operatore risolvente.
e Serie di operatori.

Curiosita. Il simbolo <y indica il pianeta nano 50000 Quaoar. E uno dei cosiddetti oggetti transnettuniani, sono corpi
celesti facenti parte del sistema solare e aventi orbite che si estendono per la maggior parte oltre I'orbita di Nettuno.

SOLUZIONE DEL PRIMO PROBLEMA

A 2 AL . .
Loperatore risolvente <x, = (M —Q) puo, almeno formalmente, essere espresso come somma di una serie
geometrica. Infatti, per A # 0, si ha

A A N—1

. e Azl
&=(A-&) =21(I-2'}) .
. A -1 A
dimostriamo che 'operatore (I — l_lQ) & la somma della serie geometrica di ragione A~1<R, cioé
PR <§k
-1A) —
(&) =25

che converge se la norma della ragione e strettamente minore dell’unita, ovvero se

(1-214K) " =

[ee]

k=0

A

4

|21

OS||A‘1<§H= <1 = |)L|>H<§”.

Indichiamo con B l'operatore somma,

~ k

s e <R
BZZ?’

k=0
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che, ribadiamo, esiste V A, tale che: |A| > ’ . Moltiplichiamo, prima da sinistra, poi destra, ambo i membri

dell’identita precedente per 'operatore (f — A‘l&),

Ak ~ k A k+1
s A\ s [ & 2R K ,
(- Q)B=(1-27"R) 22 =2 5 ~ e =1
k=0 k=0 k=0
~ k A~ k+1
s ° & R o R "
B(1- )=27(’— )=27—Z et L
k=0 k=0 k=0

A

queste due identitd implicano che l'operatore B & Tinverso dell’operatore (f —A‘l<§) ed e, quindi, I'operatore
risolvente di <y, cioé

n k
o <R
=25
par
Questo significa che 'operatore risolvente esiste quando la serie converge, quindi per valori di A, tali che |A| > HQH

e inoltre, in questo caso la sua norma € finita. Si ha infatti la limitazione

k

A

~ k ~ k
B B e T

el

Ne consegue che P'insieme risolvente dell’'operatore <R, p (Q), che contiene i valori di A € C, per i quali esiste ed ¢
limitato I'operatore risolvente e

(&)=

Lo spettro o (Q) dell’operatore <y ¢ il complementare del suo insieme risolvente in C, cioé

o(&)=cwo(&)={r: 1= |&K|}

che il disco chiuso dato dal problema. Poiché, in generale, gli autovalori sono elementi dello spettro dell’'operatore
essi appartengono al disco chiuso o (&), abbiamo cosi dimostrato quanto richiesto.

SECONDO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

L'operatore

@ = eialé.Z H]

¢ definito nello spazio di Hilbert a due dimensioni E, in termini degli operatori di Pauli 5, e &5.

Si determinino: lo spettro discreto e le rappresentazioni degli autovettori dell’operatore (Q), rispetto alla base
ortonormale degli autovettori del terzo operatore di Pauli.

Strumenti
o Algebra degli operatori di Pauli.

Curiosita. Il simbolo (Q) indica 90482 Orcus un corpo celeste degli oggetti transnettuniani descritti nel primo
problema.

SOLUZIONE DEL SECONDO PROBLEMA

Sfruttando le proprieta degli operatori di Pauli di essere al contempo hermitiani e unitari, quindi tali che: 6‘ =1,
per ogni j € {1, 2,3}, l'operatore esponenziale si e/’ puo essere scritto come

(10 ¥ < (ie)* (i6,)%H! = (—1)* 5 A
Z | kZO: (211<)! Z (2k1+ oo Zk)' Z(2k+1)! = [cos(1) +i6 sen(1),
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dove abbiamo usato l'identita: (3'% = [ per tutte le potenze pari. Ne consegue che 'operatore (Q &

@ =¢%16, =06,c08(1)+i6,6,sen(1) = &, cos(1) — G5 sen(1),
dove per il prodotto 6,5, si e usata la relazione
éjék:5jkf+iejkm6m, Vj,k,me{1,2,3},
da cui si ha: 6,6, =1i63.

La matrice che rappresenta 'operatore @ rispetto alla base degli autovettori di &5 &
A (0 —i 1 0 _( —sen(1) —icos(1)
@@= ( i 0 )cos(l)—( 0 -1 ) sen(1) = ( icos(1) sen(l) /-
Otteniamo gli autovalori risolvendo I'equazione secolare
det(Ia—@)=0
det( a+sen(1) icos(1) ): 0

—icos(1) a—sen(1)
a? — sen?(1)—cos?(1) =0
a?= 1,

abbiamo i due autovalori a, = *1. Le componenti contro-varianti dei vettori che rappresentano gli autovettori
corrispondenti, che indichiamo con |a, ) e |a_) e verificano le equazioni agli autovalori

@la:t> = aglay) = £lay),

rispetto alla base degli autovettori di 65, si ottengono come soluzioni dei sistemi omogenei

(Iai—@)ai:( 8 )

( a,+sen(l)  icos(1) )( al )_( 0 )
. 2 - )
—icos(l) ay,—sen(1) a; 0
dove o, & la j-esima componente contro-variante, con j = 1,2, del vettore ay.
Poniamo ai = a, si hanno i sistemi omogenei

(e o ) )=(5):

dalla prima equazione si ottengono, in funzione di a, le seconde componenti contro-varianti
5 . *1+sen(1)

=i a,
* cos(1)

da cui si hanno le espressioni complete dei vettori

1
4= a( i (£1 + sen(1)) / cos(1) ) :
Usiamo il grado di liberta del parametro a per normalizzare all’'unita,
cos(1) 1

= R 1 sen(1) st )

TERZO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 5/30)

Si dimostri che per ogni proiettore P definito in uno spazio di Hilbert a N dimensioni Ey, si ha

A 1/n A
=P, VneN.

Strumenti
e Rappresentazione spettrale.

Curiosita. Il simbolo P indica il pianeta nano Plutone, € un corpo celeste degli oggetti transnettuniani descritti nel
primo problema.

13 giugno 2025 page 3 of 9



SOLUZIONE DEL TERZO PROBLEMA

Il proiettore P & diagonalizzabile in quanto hermitiano, inoltre, essendo idempotente, i sui autovalori sono o nulli
o unitari. Le equazioni agli autovalori sono

é|uk)=}\k|uk), ke{1,2,...,N},

dove {2, }le e l'insieme degli autovalori, con A, € {0,1}, Vk € {1,2,...,N}e {|uk)}2’=1 e I'insieme degli autovettori,
che, poiché 'operatore &€ normale, sono ortonormali. La rappresentazione spettrale &

. N
P => Ml
k=1

AN e . . . . . . . c .. . 2
dove {Qk} 1, € linsieme dei proiettori ortogonali e tali da coprire tutto lo spazio caratteristici del proiettore P, che

. . . . . P A N . .
sono dati dai prodotti ket-bra degli autovettori ortonormali, cioe: {Qk = |uk)(uk|}k=1. Loperatore radice n-esima
~ 1/n
P, in virtu del teorema spettrale ha rappresentazione

A 1/n N
=24,
k=1

se ne deduce che ha gli stessi autovettori del proiettore P e che gli autovalori sono le radici n-esime degli omologhi
sempre del proiettore P . Quindi, le equazioni agli autovalori sono

~ 1/n
P Iuk)=l,1</”|uk), ke{1,2,...,N}.

A1/
Consideriamo la rappresentazione spettrale dell’operatore P ! sfruttando la condizione sugli autovalori: A, €
{0,1}, Yk €{1,2,...,N}, che implica: Ai/" =, Vke{1,2,...,N},siha

Abbiamo dimostrato cosi quanto richiesto dal problema.
QUARTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 7/30)

Per ogni f(x) € L?(R), tale che ||f|| = 1, si definiscono gli scarti quadratici medi

1/2 o 1/2
Af = VGFh) :( j x2|f(x>|2dx) N S o =( f k2|f(k>|2dk) ,

—0o0
dove f (k) & la trasformata di Fourier

o

f)=Z[f].

Si dimostri la diseguaglianza

N =

Strumenti

e Proprieta delle trasformate di Fourier.
e Identita di Parseval.

e Diseguaglianza di Schwarz.
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SOLUZIONE DEL QUARTO PROBLEMA

Partiamo dal prodotto dei quadrati degli scarti quadratici medi

(Af)z(Af)2=U x2|f(x)|2dx)U kzlf(k)lzdk)

U x2|f(x)|2dx)U |ikf(k)|2dk), usiamo: ikf (k) = Z[f']

—0Q0 —00

(e Cimrra

U x2|f(x)|2dx)(9k[f’],yk[f’]), per lidentita di Parseval: (Z[f'],Z[f'])=(".f)

—0Q

(J lef(x)lzdx) (J- If'(x)lzdx) =(x|fl,xIfD (If’l, |f’|) ,  per la diseguaglianza di Schwarz,

[ee]

2
= AFLxIED (LI D) 2 LGl FLIF D) P = (J XIf(X)IIf’(x)IdXJ ,

—00

dove, €& importante ribadirlo, la diseguaglianza di Schwarz ¢ stata usata per i moduli delle funzioni, al fine di massi-
mizzarne leffetto. L'integranda puo essere manipolata, usando le identita del modulo della funzione con quello della
sua complessa coniugata e della parte reale con la meta della somma della funzione e della sua complessa coniugata,
si ottiene

U GOIIF GOl = xIf*CIIF Ol = Xl 0O ()| 2 ke (£CF () = = (G () + £ (0)F ()
xd e _x4d
=2 L (P = 5P,
cioé
G I2 51 P

Con questa risultato, la diseguaglianza diventa

o 2 o 2 oo ) 2
@)= f el elax) > 5 J v ireorax) = 3(wreor - J o )

=0 =|fIP=1

quindi, avendo sfruttato la sommabilita della funzione |f (x)|, che implica |f (x)| = o(1/x) e x|f (x)|* = o(1/x) per
|x] — oo e la normalizzazione all’'unita, estraendo la radice quadrata dalle precedente diseguaglianza si arriva a
quella richiesta,

AfAf >

N =

QUINTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si risolva 'equazione integrale

u(x)=¢ f e Vlu(y)dy +e M,

discutendo la dipendenza della soluzione u(x) € L?(R) dal parametro ¢ € R.

Strumenti
e Teorema della convoluzione.
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SOLUZIONE DEL QUINTO PROBLEMA

Facciamo la trasformata di Fourier dell’equazione, osservando che I'integrale € la convoluzione della soluzione u(x)
e della funzione esponenziale g(x) = e !, che rappresenta anche la funzione termine noto. Si ha

Fi[u]= ¢ F [(g xW)(x)] + Fi [¢]
(k) = v2m ¢ g(k)a(k) + g(k),

dove abbiamo posto
fi(k) = P [u], gk =7 [g]=F [e™]
e usato il teorema della convoluzione
Zi (g xw(x)] = vV2rnF [u] Z [g] = V2ra(k)g(k).

La trasformata di Fourier dell’esponenziale dell’'opposto del modulo &

[ee] 0 o)
1 . 1 . .
(k)= e—|x\—1kxdx — f e—x(lk—l)dx + J e—x(1k+1)dx
g() Vszim van —00 0

1 ( 1 N 1 )_, 2 1
C V2r\1—ik 1+ik) N\Nml1+k2’

Risolviamo l'equazione algebrica ottenuta per la trasformata di Fourier della soluzione e usiamo I'espressione della
trasformata di Fourier g(k), si ha

i) = — 8 _{E 1
C1—2rp (k) \Nmk2+1-2¢°

Lanti-trasformata di Fourier ¢

0o .
elkx

— dk.
L2126

um=£ﬂm=%J

Consideriamo i due casi:

i) 1-2¢>0 = ¢<

Per ¢ > 1/2 riscriviamo l'integrale come

o0 ikx o ikx o ikx
==t | s =L et L)
Calcoliamo i due integrali, che sono in valore principale, usando la formula di Sokhotski-Plemelj, si hanno
Prfoo S e dk +ime™ V20T
oo k42 —1 oo k£ /29 —1+ie

I valori dell'integrale a secondo membro si ottengono con il lemma di Jordan e il teorema dei residui, in funzione del
segno della x, si hanno i due casi

pr = elkx k= | —2imRes [, F4/2¢ — 1]+ ineT* V20—l = —jreTxv29=1 x <0
oo k4290 —1+ie 2intRes [ e, F4/2¢ — 1]+ inmeTX V2071 = jeFixv/29-1 x>0~

ovvero,

o ikx

e .

Pr ——dk = Segno[x]imeT*Vv2¢-1,
J_oo k+ /26 —1 8
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Sostituendo nella precedente espressione di u(x)

u(x) = ;Segno[x] in (e”‘v 2¢-1_ e—ixv2¢—1) —
2m/2¢ — 1

T;_lSegno[x] i (Zi sen (x\/ 2¢ — 1)) )

cioe
Segno[x] sen (x V29— 1)

u(x) = 251 ,

per ¢ > 1/2. In questo caso ¢ possibile considerare anche il valore ¢ = 1/2, facendo il limite ¢ — 1/2 dell’espres-
sione ottenuta, assumendo x # 0. Si ha

i Segno[x] sen (x,/2¢ — 1) _ s
u(x) = ¢_1)I}1/2 — Neresi = —Segno[x]x.

Questa funzione & la ben nota trasformata di Fourier del polo doppio nell’'origine /2/m/k?.
Se, invece ¢ < 1/2, scriviamo 'integrale come

o [ee]

eikx eikx

lJ e o1 (Jwidk— 7@)
T ) oo K2+1-2¢ 207/1—2¢ \J_oo k—iy/1—2¢ o k+iv/1—2¢ )

Le funzioni integrande hanno un polo semplice puramente immaginario, nel semipiano superiore la prima, inferiore
la seconda. Usiamo, anche in questo caso, dipendentemente dal segno della x, il lemma di Jordan e il teorema dei
residui,

u(x)=

1 —Res[ e, —i/T—2¢ | =eVI"2 x <0
V1—2¢ | Res[e™,iy/T—2¢|=eVI2¢ x>0

quindi, per ¢ < 1/2 la soluzione &

__ 1y
u(x) me .

La soluzione completa puo essere data dalla combinazione delle precedenti con funzioni a gradino di Heaviside, cioé

u(x) = ﬁ (—9 (d) — %) Segno[ x]sen (x M) +6 (—(,b + %) e_lx“/m) .

SESTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si ottenga la funzione g(x) € L?(—m, ) soluzione dell’equazione integrale

g(x)= lf cos(x —y)yg(y)dy +x,

—T

discutendone esistenza e unicita in funzione del parametro A.

SOLUZIONE DEL SESTO PROBLEMA

I nucleo € separabile, infatti usando le formule di somma della funzione coseno si ha

2

gx)=2 J (cos(x)cos(y) + sen(x)sen(y)) yg(y)dy +x =2 Mk(x)J N (¥)g(y)dy +x,
-7 1 -7

k=

con

Ni(x) =xcos(x), Ny(x)=xsen(x), M;(x)=cos(x), My(x)= sen(x).
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Moltiplichiamo ambo i membri dell'equazione integrale per N;(x), per ogni j € {1,2} e integriamo in dx nell'inter-
vallo (—m, 1), si ha

™ 4 m m ™
f N;(x)g(x)dx =7LZJ Nj(x)Mk(x)de Nk(x)g(x)dx+j N;(x)xdx, Vje{l,2},
—1 k=1+J—T g —1 —1
C; Ajx Ck B;

indicando con C; e B; i j-esimi elementi dei vettori 2x 1, C e C, e con A;; 'elemento della j-esima riga e della k-esima
colonna della matrice 2 x 2, A, la precedente identita puo essere posta nella forma vettoriale 2 x 1,

(I—2A)C=B.

Rappresenta un sistema lineare, dove la matrice dei coefficienti € I — AA, mentre C e B sono i vettori delle incognite
e del termine noto.
Calcoliamo i coefficienti della matrice A,

T

A= J N; ()M, (x)dx = f x cos?(x)dx =0, (la funzione integranda & dispari),
0

—T

™ U

x cos(x)sen(x)dx = % f x sen(2x)dx

—T

Ay = J Ny ()M, (x)dx = J

—T —T

R T
+—J cos(Zx)dx) =——,
e 2], 2

=—n/4 =0

_1f x cos(2x)
2 2

" i
An ZJ Ny (x)M;(x)dx =Ajp = —E,

-7

Y

Ay = J Ny (x)My(x)dx = J xsen?(x)dx =0 (la funzione integranda & dispari).

—T —T

Gli elementi del vettore termine noto B sono

B, = J xN;(x)dx = f x2cos(x)dx = x? sen(x)| —2f x sen(x)dx

- —1T N e —T
=0
P 7!
= 2x cos(x) —ZJ cos(x)dx = —4m,
—T
-7
P —
=—4n -0
T s
B, = J XNy (x)dx = f x%sen(x)dx =0 (la funzione integranda & dispari.)
—T —T

1l sistema completo assume la forma
(I-2A)C=B
1 .0 2 0 —m/2 C\_( —4n
0 1 —1/2 0 C, ) 0
1 An/2 C,\_[ —4n
Am/2 1 C, ) 0 ’

Richiediamo l'esistenza e I'unicita della soluzione, verificando che il determinante della matrice dei coefficienti sia
diverso da zero, abbiamo

2_2
det(I—AA):det( ! M/z)zl—)“”

2
An/2 1 ) #0 = )L;éﬂ:E.
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Ne consegue che, Y A € C\{—=, 7}, la soluzione del sistema &

) —4n Am/2 __16n
G s det| 1 4—A%m2
¢= ( C ) - 1 4n - 5
2 1 -
— det( ) 8Am
TR ARz 0 -

La funzione cercata, soluzione dell’equazione integrale si ottiene sommando alla funzione termine noto x la combi-
nazione delle funzioni dell’insieme {Mk}i=1 con gli elementi del vettore soluzione C, multiplicati per A, cioe

—2cos(x) + mAsen(x)
4—2A2m2

2
glx)= AZ CeMi(x)+x =8An
k=1
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